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Przyktady praktycznych zadan
optymalizacyjnych

* Optymalne planowanie produkcji

* Projektowanie sieci drog, tras
komunikacyjnych, sieci telefonicznych,
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Przypomnienie podstawowych

definicji
Grafem (prostym, nieskierowanym) nazywamy
uporzadkowang pare , gdzie V jest skonczonym

zbiorem wierzchdfic@@w: vV{puriktow, weztow)
natomiast E jest skoncEan§nfzbiérem krawedzi (linii)
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V:{l,...,7}E:{(I,Z),(2,3),(3,4),(4,6)0,26,7),(7,4)}
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V(G) oznacza zbior wierzchotkow grafu G, a E(G) zbior krawedzi grafu G

Wierzchotek v grafu jest incydentny z krawedzia e wtedy, géye

Dwa wierzchotki x,y grafu Gnazywane sg sgsiadujgcymi, gdy sgincydentne z tag
samag krawedzig e=(x,y) w grafie G.

Zbior sagsiadujacych wierzchotkow w grafie Gdo danego wierzchotka v
oznaczany jest N(v).

Stopien wierzchotka oznacza liczbe krawedzi E(v) zwigzanych z tym
wierzchotkiem i réowny jest liczbie wierzchotkow sasiadujacych.

Minimalny stopien grafu G 5(G)=min(N(v):veV]

Maksymalny stopien grafu G
A(G)=max{N(v):veV]|

Graf nazywamy skierowanym (digrafem) jesli para wierzchotkow (x,y)
incydentnych z krawedzig e (nazywang tukiem) jest parg uporzadkowana.
Mowimy wtedy, ze tuk jest skierowany z wierzchotka x do wierzchotkay,
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Zatozmy, ze dane sg grafy G=(V,E) i G=(V'E". V'EVIE'SE wéwczas G jest

pBeeiafem grafu G (Gjest supergrafem dlagrafu G),lub mniej formalnie G zawiera G.

Jezeli G'SG i wszystkie krawedzie grafu G' xy € E, ktérych krafice x,y € V', wéwczas G'
jest indukowanym wierzchotkowo podgrafem G, natomiast V' indukuje lub
rozpina graf G' na G. Albo inaczej G' nazywamy graf powstaly przez

usuniecie z grafu G pewnej liczby wierzchotkéw oraz wszystkich
wychodzacych z nich 1 wchodzacych krawedzi

G G' Gn
2 o3 2 o3 2 o 3
1 \04 1 04 1 04

G jest pod grafem indukowanym a G' nie!

G'SG  Jestrozpinajacym podgrafem G jezeli V' rozpina sie na cate G czyli V'=V.
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Siecig nazywamy graf, w ktorym kazdemu tukowi (krawedzi) jest
przyporzadkowana liczba,zwana waga.




Sciezki i cykle

Sciezka nazywamy nie pusty graf P=(V E)

V:{XO,_..,Xk}E:{Xoxl,Xlxz, ---:Xk—lxk}

gdzie wszystkie wezty x; sgrozne
Wezty Xo i Xk sg nazywane koncami grafu P, natomiast pozostate wezlty
weztami wewnetrznymi. Liczba krawedzi grafu P nazywana jest diugosScia

Sciezki,a Sciezka o dtugosci k oznaczana PX
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Graf nazywamy spojnym jezeli dla kazde) pary wierzchotkow istnieje Sciezka,
ktoraje tgczy.

Zatdzmy, ze P=Xo...Xk11 k>=3,wowczas graf Cnazywany jest cyklem gdy
C=P+xoX«-1. Cykl o dtugosci k oznaczany jest C*

Cieciwacyklu C

e

Cykl Cgrafu Gnazywamy indukowanym gdy nie ma zadnej cieciwy
Graf nie zawierajacy zadnego cyklu nazywamy acyklicznym.




Cykl Eulerai cykl Hamiltona

Cykl Hamiltonato Sciezka, ktéra przechodzi przez wszystkie jego wierzchotki
doktadnieraz i wraca do wierzchotka startowego.

Cykl Eulera (rozpoczynasiei konczy w tym samym wezle) jest cyklem
przechodzacym przez kazda krawedz grafu tylko raz.

e

Dla grafu spojnego i skierowanego: Cykl Euleraistnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz
Wierzchotka liczba krawedzi wchodzacych i wychodzacych jest rowna

Dla grafu spojnego nieskierowanego: Cykl Euleraistnieje wtedy i tylko wtedy gdy stopi
Kazdego wierzchotka jest parzysty.




Wyznaczenia cyklu Eulera

Zaczynamy od dowolnego wierzchotka, dodajemy ten wierzchotek na stosi idziemy d
nastepnego osiggalnego wierzchotka, atgczaca z nim droge usuwamy, dodajemy ten
wierzchotek na stosiidziemy do nastepnego osiggalnego wierzchotkatgczaca droge
Usuwamy itd.

Jezeli nie mozemy nigdzie p6j$¢ pobieramy element ze stosu (bedzie kolejnym w cyk
z ostatniego wierzchotka na stosie idziemy dalej. Wszystko powtarzamy tak dtugo jak
jak dtugo istniejgjakies wierzchotki na stosie.
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Znajdowanie cyklu Eulera

procedure CyklEulera(G, u)
push(STOS,u);
while STOS < @ do
v:=top(STOS);
If S[v]=2 then
begin
pop(STOS);
LISTA < v;{wstaw v na poczatek}
end
else
begin
| w:=pop(S[v]);
push(STOSw);
Usun krawedz
end
return LISTA;
end
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Drzewa  lasy

Drzewo - graf acyklicznym i spojny.
Las — graf, ktorego kazdy spojny podgraf jest drzewem.
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Drzewo rozpinajace

Drzewo rozpinajace grafu G=(V,E) to drzewo, ktdre zawiera wszystkie wierzchotki
grafu G, zas zbior krawedzi drzewa jest podzbiorem krawedzi grafu

Minimalne drzewo rozpinajgce grafu G(V,W,w) jest to drzewo, dla ktorego suma
wag jest najmniejsza z mozliwvch.

http//en.wikipedia.org/wiki/Minimum_spanning_tree
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Komputerowa reprezentacja sieci

Najprostszai najbardziej popularna reprezentacja sieci ma posta¢ macierzy
wag W=[wij]stopnia n,w ktorej element wij jest waga tuku (i)

Reprezentacja w postaci wag zajmuje n? elementow. Jesli sieC jest rzadkato
lepiej zastosowac reprezentacje w postaci listy krawedzi, w ktorej kazdy tuk
reprezentowany jest przez 3liczby:dwa wierzchotki koncowe tuku i jego
waga. Takareprezentacja moze byc tatwo zaimplementowana w postaci 3

tablic.
Wsk
Potaczon s S|a(19 . Re Nipocy n list
2
3

Pek wyjsciowy. Jesli nie jest konieczne dotgczanie i usuwanie tukow to
wystarczy pamietac tylko sgsiadow




Grafy r-dzielne

Niech r>=2 bedzie liczba naturalng. Graf G=(V ,E) nazywamy r-dzielnym wtedy gdy
zbior V daje sie podzieli¢ nar klas (podzbiorow) V...V, takich, ze kazda krawedz
grafu makoniec w innym podzbiorze zbioru V.

V=V, uvV,uv,u..v_ V... V.NV =4

W przypadku gdy, r=2 mowi sie o grafie dwudzielnym.




Skojarzeniali pojeciaz nimi
Zwlgzane

Podzbior krawedzi M w nieskierowanym grafie G=(V,E) nazywa sie skojarzeniem,
jezeli zadna krawedz w M nie ma wspolnego wierzchotka.
3
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(14) (2,5) (36) (12)(4,3)(56)

Krawedz nazywa sie skojarzong jezeli nalezy do M i nieskojarzong jezeli do M nie nalezy
Podobnie wierzchotek jest skojarzony (nasycony) jezeli jest koncem krawedzi ze skojarz
W przeciwnym razie wierzchotek jest eksponowany lub wolny.

Skojarzenie nazywamy petnym gdy suma wierzchotkéw nalezacych do krawedzi skojar:
M réwna jest zbiorowi wierzchotkow \T_Prafle
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W przypadku graféw dwudzielnych z wagami G=(V,V2,EW),awiec grafow,w ktorych
kazdej krawedzi (i,)) przydzielona jest waga wi; skojarzenie M jest suma wag odpowiedn
krawedzi nalezacych do My (m)=>_ wi(e)

eeM

W grafie dwudzielnym G=(V.,V2E) skojarzenie jest petne gdy

VxeV JecE xece

N —— e = e —




Droga naprzemiennal
rozszerzajace wzgledem
skojarzenia M

Droge P=(vi,...,vk) nazywa sie drdga naprzemienng wzgledem skojarzenia M, jesli
jej krawedzie na przemian nalezgi nie nalezg do M.

H 2
M={(a,b),(c.d),(e)).(h.})}
dC C g
Drogi naprzemienne
P=(a,b,c,d)
€ J | P=(ehiig)
h

Droge naprzemienng zaczynajaca sie w wierzchotku wolnym i konczgcg w innym
wierzchotku wolnym nazywa sie droga powiekszajaca (P=(g,a,b,c,d,.ef))




Algorytm znajdowania drogi

rozszerzajace]

Dla grafu dwudzielnego G=(V1UV,,E) oraz skojarzenia M konstruujemy graf
skierowany Gu=(ViUV;,Ew)

EM:(VLVZ) 1V, V,EE ,vleVvaevzu(vz, vl):vlvzeM, V1€V1, v,eV,

ZNAJDZ-SCIEZKE-rozszerzajaca G=(ViUV,,E),M

1
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V.' zbidér wierzchotkow wolnych w V;

V,' zbidér wierzchotkéw wolnych w V,
skonstruuj graf skierowany Gy=(ViUV,,Eu)
znajdz Sciezke p z V:' do V,' w Gy
if p nie istnieje then

return NIL (nie ma Sciezki powiekszajacej)
usun cykle z p tak aby p byta Sciezka prosta
return p ( to Sciezka powiekszajaca w )

Wyszukanie sciezki rozszerzajacej ma ztozonos¢ O(|E|)




Twierdzenie Berge'a

Twierdzenie Berge'a. Skojarzenie M w grafie Gjest
najliczniejsze

wtedy | tylko wtedy, gdy Gnie zawiera drogi powiekszajacej
wzgledem M.

Zat6ézmy, ze istnieje skojarzenie M' liczniejsze niz M. Rozwazmy graf G=(V.M @M")
(MuM'-M nM"). Kazdy wierzchotek w grafie G; ma stopien co najwyzej 2,w zwigzku
z tym sktada sie z roztgcznych Sciezek i cykli. W kazdym cyklu liczba krawedzi ze
zbioru M i M' jest taka sama. Natomiast w sciezkach moze wystepowac co
najwyzej o jedng krawedz wiecej z ktoregos skojarzenia. W grafie G' jest wiecej
krawedzi z M'nizz M,awiec musi tez istnieC sciezka, na ktorej jest wiecej
krawedzi z M'. Oczywiscie jest to Sciezka powiekszajgca.



Twierdzenie Halla o kojarzeniu
matzenstw

Mamy zbior panien na wydaniu V. i zbior kawalerow V., kazda panna x ma zbior
upatrzonych kandydatow na meza N(x). Panny ze zbioru Vi:mozna wyda¢ za maz za
kawalerow ze zbioru V; tak, aby kazda dostata upatrzonego meza wtedy i tylko wtedy
gdy dla kazdego zbioru panien S liczba kawaleréw upatrzonych przez panny z S jest
nie mniejszaniz |9|.

Zatézmy,ze mamy dwudzielny graf G=(V,E), w ktorym wierzchotki pochodza z klas V.|
V.. W grafie tym istnieje skojarzenie, ktérego krawedzie sg incydentne ze wszystkimi
wierzchotkami z V; wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego podzbioru wierzchotkéw
ScV, zachodzi [N(S)|=|S|, gdzie N(S) to zbiér wierzchotkéw z V. potgczonych
krawedzig z jednym z wierzchotkéw z S




DowoOd Twierdzenia Halla

Niech M bedzie doktadnym skojarzeniem oraz niech SCV,.
Rozwazmy wszystkie wierzchotki zbioru V,, ktore sa skojarzone z danym zbiorem S
Oznaczmy go przez M(S). Oczywiscie z definicji skojarzenia IM(S)|=IS|. Natomiast
M(S)CN(S), poniewaz wszystkie elementy M(S) sa sasiadami elementow
zbioru S. Stad IN(S)I>=IM(S)I czyli IN(S)I>=ISI

A teraz udowodnimy, ze jezeli IN(S)I>=ISI dla wszystkich SCV ,wéwczas G(V,V,) ma

skojarzenie dla kazdego wierzchotka V.
Zal6zmy, ze nie ma takiego skojarzenia, dla ktorego graf G ma skojarzenie dla kazdego
wierzchotka V. Niech M bedzie maksymalnym skojarzeniem w grafie G. Poniewaz M nie jest
skojarzeniem petnym, w zbiorze V, musi istnie¢ wierzcholek s nie skojarzony. Niech Z
bedzie zbiorem wierzchotkow w G, ktore sa osiagalne z s przez Sciezk¢ naprzemienng
wzgledem skojarzenia M. Poniewaz M jest maksymalnym skojarzeniem, nie moze istnie¢
Sciezka rozszerzajaca. Niech S=Z2NV, 1 T=2NV,. Woéwczas kazdy wierzcholtek w T jest
skojarzony z jakims$ wierzcholkiem z S-{s} 1 kazdy wierzchotek z S-{s} jest skojarzony z
Jakims wierzchotkiem z T. A wigc ITI=ISI-1, oraz T=N(S). Czyli S jest podzbiorem V,
takim, ze IN(S)I=ISI-1, co jest sprzeczne z zalozeniem.




Skojarzeniaw grafach
dwudzielnych

Przypuscmy, ze zgtosito sie 4 kandydatow ki,..ks na 5 wakatow wj,...ws. Kandydat
ki ma kwalifikacje do obsadzenia stanowisk wii ws. Kandydat k3 jest
wykwalifikowany by obsadzi¢ stanowiska w1, Wz, W3, W4, Ws, Natomiast kandydat
ks do stanowisk wi, wa.

Zadania powyzsze odpowiadajg znalezieniu odpowiednich skojarzen w grafie
dwudzielnym. Rozwigzanie problemu skojarzenia w grafie dwudzielnym jest
znacznie tatwiejsze niz w przypadku dowolnego grafu

Petne skojarzenie Viz V,w grafie dwudzielnym G=(ViUV,,E) to skojarzenie,w
ktorym kazdy wierzchotek z V,jest skojarzony. Jak znalezC skojarzenie w Go jak
najwiekszej liczbie krawedzi?
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Twierdzenie Berge'a jest podstawa prawie wszystkich algorytmow
rozwigzywania problemu skojarzenia.

Procedura znajdowania najwiekszego skojarzenia jest nastepujgca: rozpocznij z
dowolnym skojarzeniem M, znajdz droge powiekszajacg P wzgledem M i
nastepnie utworz skojarzenie M'=M@®@P (MUP-M nP) sktadajgce sie z tych
krawedzi w M lub w P, ktore nie nalezg jednoczesnie do M i P. zbiér M' ma
oczywiscie o jeden element wiecej niz M. Powtarzaj tg procedure az do momentu
otrzymania skojarzenia,wzgledem ktorego graf nie zawiera drogi powiekszajgcej.

MAKSYMALNE-SKOJARZENIE(G = (V1U V2E)
DM =0

2)repeat

3) p =ZNAJDZ-SCIEZKE-POWIEKSZAJACA(GM)
4) if p # NIL then

55 M=M@®&p

6) until p =NIL

7)return M

Ztozonosc¢ algorytmu O(|V||E])

Przedstawiona metoda moze by¢ czasochtonna, gdyz liczba drog w grafie na ogot
rosnie wyktadniczo wraz ze wzrostem rozmiaru grafu.



Skojarzenie poczatkowe

Odpowiedni duze skojarzenie poczgtkowe mozna otrzymac kojarzac wierzchotek
wolny v z pierwszym przylegtym do niego innym wierzchotkiem wolnym.

Niech expo oznacza liczbe wierzchotkow wolnych w grafie,atablica (rozmiaru n)
mate zawiera skojarzenie w grafie. To znaczy ,jesli (x,y) jest krawedzig
skojarzenia,to mate(x)=y i mate(y)=x. Dlawierzchotka wolnego i mamy mate(i)=0.

1) for v € V do mate(v)<0;
2) expo<n;

3)foru € V do begin

4) if(mate(u)=0) then

5) if(u jest przylegty do wierzchotka wolnego v the begin
6) mate(u)—v;mate(v)<—u;

7) eXpo<—expo-2

8) end

9)end




Algorytm wegierski

Zatézmy,ze mamy N pracownikow i N réznych prac, ktére
powinny zostac przydzielone pracownikom. Znane sg ptace, ktore
trzeba by zaptaci¢ za wykonanie poszczegolnych prac przez
kazdego z pracownikow. Zadaniem jest zminimalizowanie
catkowitych kosztow.

Niech c bedzie macierzg kosztow NxN, gdzie cj; oznacza koszt

wykonaniaj pracy przezi tego pra(:ownika.2
3 o

w

ar = N
N W

Z punktu widzeniateorii grafow problem mozna przedstawic jak
znalezienie minimalnego (maksymalnego) skojarzenia wazonego
w grafie G=(V E,C)




Etykietowanie

Etykietowanie wierzchotka odbywa sie poprzez uzycie funkcjiR
takiej, ze l(x)+1(y)=c(x,y),x€V, y€V,

Graf rowny G(V,E) (dladanego |) to taki graf dla ktorego
E=(x,y):1{x)+1{y)=c(x,y)

Twierdzenie KM. Niech | bedzie funkcja etykiety spetniajgca warunek dla grafu
dwudzielnego z wagami — G. Jezeli podgraf G zawiera skojarzenie doskonale M*
to skojarzenie M* jest skojarzeniem optymalnym grafu G (maksymalnym).

Dowod

Niech M' bedzie dowolnym petnym skojarzeniem grafu G (niekoniecznie w E)).
Poniewaz

Kazdy wierzchotek Wyst u1e tylko raz W skolarzenlu M'to mamy

w(M')= Z Zl

eeM'’ eeM'’ veVv

Jest towiec gorne ograniczenie kosztu dla dowolnego skojarzenia w grafie G




Niech M bedzie petnym skojarzeniem w E,. Wowczas

w(M)=2. Cle)=2_1(v)

eeM vev

A wiec
w(M')<w(M)

Twierdzenie KM transformuje nam problem z problemu optymalizacyjnego do proble
kombinatorycznego znajdowania petnego skojarzenia.
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Znajdowanie poczatkowych
wartosci etykiet

Vyevz,l(y)zo, VXEVLI(X):mCIXEVZW(X,y)

y

Przy takim etykietowaniu relacja ponizsza jest oczywiscie spetniona

VxeV YyeV, c(x,y)<I(x)+I(y)




Algorytm Kuhna Munkersa

DUstaw poczatkowag wartosc etykiet dla wszystkich weztow

2)Utworz graf rowny E; i wyznacz skojarzenie M w tym grafie.

2)Jezeli skojarzenie jest petneto stop. W przeciwnym razie wybierz wolny wierzchotek
V1i utworz zbiér S={u}, T=0

3) Jezeli N(S)=T to dokon%jlgﬂ%ﬂyﬁ%kriﬁ%v_vmga Syyym uszamy N(S)=T)

xeS,y&T

| [(v)—a, jezeliveS
[(v)= [(v)+ o, jezeliveT
I(v)w przeciwnymrazie

4)Jezeli Ni(S)=T wybierz yEN|(S)-T, jezeli y jest wolny to istnieje Sciezka rozszerzajgcaz
Znajdz jaiidz do kroku 2. Jezeli y jest skojarzony z z to dodaj krawedz (y,z) do drzewa
naprzemiennego i S=SU{z}, T=TU{y} i idz do kroku 2.




Przyktad dziatania
o0 4@0 500 600 4@0 500 600
O4 356 22 104 3 6 22 12

Poczatkowy graf G Graf G+skojarzenie Drzewo naprzemienne

S={3},T=0, poniewaz N|(S)=T idziemy do kroku 4,wybieramy 5, ktore nalezy do N,(S)-
5 jest skojarzony z 2 wiec dodajemy do drzewa krawedz (5,2), S={3,2}, T={5}, teraz
N,(S)=T wiec idziemy do kroku 3

Wyliczanie alfy 6+0—1,(3,4)
o,= min 6+0_0’(3’6):2

xes,yer |8+ 0—0,(2,4)

8+ 0—6(2,6)

Zredukuj etykiety So 2,zwieksz etykiety To 2

e = e I e




S={3,2}, Ni(S)={5,6}, T={5}
Wybierz 6€N,(S)—Tidodajdo T

6 nie jest w skojarzeniu M w zwigzku z czym znaleziona zostata Sciezka rozszerzajgca
3,5,2,6 (wystepujg dwawolne konce). Mozna wiec powiekszy¢ skojarzenie M. To
skojarzenie jest petne,wiec musi by¢ optymalne!

Ztozonosc algorytmu O(|V[?)
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Innawersja algorytmu
weglierskiego

DDla kazdego wezta z lewej strony znajdz krawedz minimalnag i
odejmij tg wartosc od wszystkich wartosci krawedzi
wychodzacych z tego wezta

2) Wykonaj tg sama procedure dlawszystkich weztéw po prawej
stronie (ten krok nie jest absolutnie konieczny ale zmniejsza
liczbe iteracji)

3) Pokryj minimalng liczbe wierszy | kolumn zawierajgcych zera,
jezeli liczba wierszy/kolumn pokryta jest rownaliczbie
wierszy/kolumn w macierzy to koniec,w przeciwnym razie znajdz
przejdz do nastepnego kroku

4) Znajdz wartos¢ minimalng w obszarze nie pokrytym.
Znaleziona wartosc jest odjeta od wszystkich nie pokrytych
wartosci i dodana do wartosci pokrytych zaréwno w kolumnie jak

L wiarcezit (naitdiiiaecyvieh cia na nrzaciaciit lintt 72aleraélanyvieh) 1d5
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Algorytm pokrycia zer

W zredukowanej macierzy sprobuj wybra¢ maksymalne skojarzenie zer, czyli zbior pozycji (i) (i,]j) (i,j), gdzie cij=0 c_{ij} =0 cij
=0, tak aby kazde zero bytow innym wierszu i innej kolumnie.

Krok 2: Oznaczanie wierszy i kolumn

Zainicjuj zbiory:

S — zbiér zaznaczonych wierszy (poczatkowo pusty).
T — zbiér zaznaczonych kolumn (poczatkowo pusty).

Oznacz niepokryte wiersze: Dodaj do Swszystkie wiersze, ktére nie majg skojarzonego zera (tzn. zaden element w tym wierszu nie jest
wybrany w skojarzeniu).

Iteracyjne oznaczanie:

Dla kazdego nowo dodanego wierszaw S,znajdz wszystkie zeraw tym wierszu (nawet te niewybrane w skojarzeniu) i dodaj odpowiadajgce
im kolumny do T.

Dla kazdej nowo dodanej kolumny w T, sprawdz, czy istnieje skojarzone zero w tej kolumnie. Jesli tak, dodaj wiersz tego skojarzonego zera
do S.

Powtarzaj kroki 1i 2,az nie bedzie nowych wierszy ani kolumn do dodania.
Krok 3: Okresl pokrycie

Minimalne pokrycie zer to:

Wszystkie niezaznaczone wiersze (te, ktére nie sgw S).

Wszystkie zaznaczone kolumny (tew T).

Liczbalinii pokrycial=(n=|S)+[T|l =(n - |S]) + [T| I=(n=|S))+ [T |powinna by¢ réwna liczbie zer w skojarzeniu (k k k). Jesli I<n | <n I<n, przejdz
do aktualizacji macierzy.

N ——— e == p—————




Przyktad
Krok 1: Znajdowanie skojarzenia zer

Zeraw macierzy: (12),(14),(2,),3,3),(4,1) (12), (1,4), (2,1, (3,3), (4,1) (1,2),(1,4),(2,1),(3,3),(4,1). Prébujemy wybrac 4 zeraw réznych wierszach i
kolumnach:

(L2)+ — wiersz L kolumna 2. (2,)+ — wiersz 2,kolumna 1 (3,3) — wiersz 3,kolumna 3.
Krok 2: Pokrycie zer
Oznaczamy wiersze i kolumny, aby pokry¢ wszystkie zeraminimalnag liczba linii:

S={4} (wiersz 4 nie ma skojarzonego zera). Zeraw wierszu 4:(4,)

Skojarzone zerow kolumnie 1: (2,2)
Zeraw wierszu 2: T={1}

Pokrycie:

S={2,4} (zaznaczone wiersze).
T={1} (zaznaczone kolumny).
Niezaznaczone wiersze: {13}

Zaznaczone kolumny: {1}

Liczballinii: (4-|S)+ [T [F(4-2)+1=3 (4 - |S]) + [T| = (4 - 2) + 1=3 (4—|S))+|T |F(4-2)+1=3, co zgadza sie z k=3.




Skojarzenia w grafach nie
dwudzielnych

Poprzednio opisana metoda opiera sie na zatozeniu, ze dtugosc cyklu w grafie
dwudzielnym nigdy nie jest nieparzysta. Gdy w grafie wystepuje cykl nieparzysty
wowczas w drzewie naprzemiennym powstajg tzw kielichy
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Powstata sciezka rozszerzajgce pomimo ze widac z gra
ze zadane skojarzenie jest maksymalne




W artykule ,Paths, Trees and Flowers” Jack Edmonds podat
rozwigzanie tego problemu.

W celu znalezienie Sciezki rozszerzajace] z zadanego wolnego
wezta algorytm Edmondsa buduje drzewo Sciezek
naprzemiennych. Korzen i wszystkie wierzchotki bedace w
odlegtosci parzystej od korzenia nazywane sg wierzchotkami
zewnetrznymi, pozostate to wierzchotki wewnetrzne. Jezeli w
trakcie poszukiwania natrafimy na wewnetrzny wolny
wierzchotek, to do tego wierzchotka mozna utworzyc sciezke
powiekszajaca.

Budowa drzewa polega na wyszukiwaniu wierzchotkow
zewnetrznych. Kazda ,pogrubiona” krawedz (v.w), gdzie w jest
wierzchotkiem, ktory jeszcze w drzewie nie istnieje, jest dodawana
do drzewa. Wierzchotek w oznaczony jest jako wewnetrzny i
kolejna krawedz (w x), ktora jest incydentna z w jest dodawana do
drzewa a x oznaczany jest jako zewnetrzny.

Jezeli jednak znaleziona zostanie krawedz (v,\w), taka ze w jest
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Wyznaczanie drog!
powiekszajace] wzgledem
Rozpoczynamy od dowolseg Q&@E%g\[lllg Mezeli istnieje wierzchotek

wolny s sasiadujacy z r to krawedz (r,s) dotagczam do biezacego skojarzenia M. W
przeciwnym razie rozpoczynamy budowe drzewa naprzemiennego.
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Kazdy z wierzchotkow otrzymuje jedng z cech Slub T wraz z numerem
wierzchotka z ktérego zostat ocechowany. Wierzchotek, ktory otrzymuje ceche
staje sie ocechowany, a jego dopiero co nadana ceche uznajemy za niezbadana.




Procedura cechowania

1) Wybrac¢ niezbadang ceche,w zaleznosci od typu cechy wykonac 2 lub 3.

2) Jesli to cecha Storozwazy¢ wszystkie krawedzie wychodzace z tego wezta nie nalez
do skojarzenia M. Jesli wierzchotek i jego potomek nalezg do tego samego kielicha ponr
rozwazanie tej krawedzi. Jesli potomek ma ceche Sto sprawdzi¢ czy obydwa wezty nal
do tego samego drzewa. Jezeli nie znaleziona zostata droga rozszerzajgca. Jesli nalezg
tego samego drzewato przejdz do obrébki kielicha.

Jesli wierzchotek nie zawiera zadnej cechy to oznaczyc¢ go cechag Tirodzic.

3) Jesli tocecha T torozwazyC krawedz nalezacg do skojarzenia M. Jezeli potomek i da
wezetl nalezg do tego samego kielichato pomin rozwazanie krawedzi. W przeciwnym re
Jesli potomek jest T wierzchotkiem to sprawdziC czy potomek i rodzic nalezg do tego
samego drzewa. Jezeli nieto mamy droge powiekszajgca, jezeli nieto przejdz do obréb
Kielicha.



Obroébka kielicha

Przypusémy, ze drogi znalezione dlai-tego i j-tego wezta maja nastepujgca postac
Pi=r,i1,i2,i3,i5,i6,
Pj=r,i1,12,13,j4,)5,]
Poniewaz mamy kielich toi i j nalezg do tego samego drzewa w zwigzku z tym Sciezki w
w pewnym punkcie muszasie przecigc¢i w tym przypadku jest to wezet i3. Wszystkim
weztom kielicha {i5,16,1,],}5,j4} przypisana jest ta sama wartos¢ b (pochodzgca od wezite
przecinajgcego czyli i3).
Kazdy wierzchotek drzewa naprzemiennego, nalezacy do kielicha (oprécz wierzchotka
kielicha) jest koncem parzystej i nieparzystej drogi z korzenia, dlatego musi miec obie
cechy Si T.
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Przyktad cechowaniakielicha
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Algorytm Edmondsa
... (realizacja Lawlera)

e skojarzenie
2) while(expo<=1llub brak niezbadanej cechy)
3) Usun wszystkie etykiety
4)  while(istnieje niezbadana cechai nie znaleziono drogi powiekszajgcej)
5 |
6) wez ceche niezbadang k i uznaj za zbadanag;
7 if(k jest typu S)
8) for(j przylegtedo ki jijnie sgskojarzone)
9) if(b(j)<=b(k))
10) iIf(j macecheS)
11) Sprawdz korzeniedlaji k
12) if(ten sam korzen)
13) Obroébka kielicha
14) else
15) Znajdz Sciezke i zakoncz
16) end;
17) end;
18) end;
19) else
20) if(b(i)<>(b(j))
21) if(j jesttypu T)
22) Sprawdz korzeniedlaji k
23) if(ten sam korzen)
24) Obrobka kielicha
25) else
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Ztozonosc¢ algorytmu
Edmondsona

Znalezienie skojarzenie poczatkowego wymaga przejrzenia kazdego wierzchotka i jec
Wierzchotkow sasiadujgcych awiec ztozonosci jest O(|E|).

W grafie z n wierzchotkami mozliwych jest nie wiecej niz n/2 powiekszen skojarzenie
Poczatkowego. Kazde powiekszenie skojarzenia jest poprzedzone cechowaniem
wierzchotkow,w ktorym kazda z dwoch cech (S,T) w kazdym wierzchotku jest badane
doktadnie raz a kazde takie badanie trwa O(n). Stad catkowita ztozonoS¢ cechowania
wynosi O(n?3)




Metryczny problem
komiwojazera
(travelling salesman problem)

Komiwojazer ma odwiedziC¢ doktadnie raz kazdg z n wybranych miejscowosci |
powrdci¢ do miejscowosci z ktorej rozpoczat swojg podroz. Czyli problem polega
na znalezieniu najkrotszego cyklu dtugosci n (cyklu Hamiltona) w N-

Medford

Nieréownosc trojkata

| wl.j< Wyt wy
Arlington

- _,.,-o-""'"-'_'-'--- - -
O Everett

Pomimo spetnionej nieréwnosci
trojkgta problem dalej jest NP trudny,
ale mozna w czasie wielomianowym
znalezcC sie blisko optymalnego
rozwigzania.

Belmont u\%_ff :

Rysunek z pracy
www .cs.tufts.edu/comp/260/tspscribe-

final.pdf

Figure 1: Example input to the TSP




Jedng z najprostszych metod rozwigzania tego problemu jest przeglad
calej przestrzeni rozwigzan. Dla n wierzchotkow mamy n! permutacji i
(n-1)!Z nich odpowiadaréznym cyklom hamiltona, gdyz mozemy ustalic
ktorykolwiek z wierzchotkow jako pierwszy a pozostatych n-1
wierzchotkow mozna ustali¢ na (n-1)! Sposobow. Sie¢ symetryczna
zawiera natomiast (n-1)Y/2 roznych cykli.

Poniewaz takie podejscie jest przy duzym n nie pozwalaw sensownym
czasie znalezC rozwigzania. Istniejg dwa sposoby podejScia do tego
problemu:

1) Zastosowanie metody podziatu i ograniczen, ktora znaczgco zredukuje
nieefektywnosc petnego przegladu

2) Zastosowanie metod przyblizonych (dziatajgcych w czasie
wielomianowym), ktdre nie zawsze dajga rozwigzanie optymalne, ale
generujgrozwigzania bliskie optymalnym.




Metoda podziatu | ograniczen
(branch and bound)

o S
A

©) O

ldea tego typu metod polega na podziale biezgcego rozwigzania na dwa lub wiecej
podzbioréw. W tym przypadku zbior rozwigzan jest rozbijany na 2 podzbiory:jeden
ztozony z rozwigzan zawierajacych wyrozniony tuk (i), drugi pozostate
rozwigzania.

Podziat wykonywany jest zgodnie z zadana (jakas) heurystyka. Po wykonaniu
podziatu liczone sg dolne ograniczenia wag rozwigzan w obu podzbiorach (LB).
Nastepnie badany jest ten podzbior, ktory ma mniejsze dolne ograniczenie.
Postepowanie to kontynuowane jest az do otrzymania cyklu hamiltona.




Redukcja

Rozwazmy nastepujacy przyktad

o 3 93 13 33 9 o 0 75 2 30 6
4 o 77 42 21 16 0 o 58 30 17 12
45 17 oo 36 16 28 9 29 1 o 12 0 12
39 90 80 o 56 7 32 83 58 o 49 0
28 46 88 33 o 25 3 21 48 0 o O
3 88 18 46 92 oo 0 8 0 35 89 o

Jesli odejmiemy statg od wszystkich elementéw wiersza lub kolumny, to waga kazdeg
cyklu Hamiltona zmniejszy sie doktadnie o te statg. Wzgledny koszt wszystkich cykli
pozostanie wiec ten sam. Jesli, po odjeciu statych od wierszy lub kolumn kazdy wiersz
| kazda kolumna zawierajg doktadnie jedno zero, a pozostate elementy sg nieujemne tc
catkowita suma jest dolnym ograniczeniem diugosci jakiegokolwiek rozwigzanial

Dokonujemy redukcji poprzez odjecie 34,16,7,251 3 od poszczegolnych wierszy oraz
151 8 od elementow kolumn 31 4. Sumaliczb odjetych wynosi 81i to jest dolne
ograniczenie kosztu.




Podziat zbioru rozwigzan

Kazdy podziat okreslony jest za pomocg ustalonego tuku, jeden podzbior sktada
sie ztych rozwigzan, ktore ten tuk zawiera drugi to pozostate rozwigzania.
| Fbiér wszystkich

rozwiazan
| , :
w 0 2 30 6
209 - i)(z) 107 f Rozwigzanie JLB:81 Pozostate L B=129
32 83 « 49 o Zawierajgce tuk (6,3) ~ lrozwigzania |~
3 21 0 » O] o 0 27 2 30 6
0 o 10 30 17 12
! : LB=113 29 1 o 12 0 12
000230( 1 32 83 10 o 49 0
0 o 30 17 : _
i (4 LB=81 Z4W 321 0 0 o 0
oo 0 (63)i (46) [(6,3) bez (4.6) R
SR (o 0 2 30 6]
o . : _ 0 o 30 17 12
0 (63)1(46)1 | g-g4 2(;3 511 f 107 .
20 0 oo (2,1) 3 21 0 o O




» 0 B)(63)i (46)i | |gg, | 0 2 0 Ea,S)i(4,6)beﬁ _
200 0 c?o[ (2,0) } 26 1 f 8 (2,0 He=11
0 21 0 o
(6,3)i (4,6) ] B [(6,3) | (46)1 (5,1)}
21)i(14) B84 bez(2,1)
loo 0 28
o 11 O
1 o 0
Rozwigzan! Rozwigzani
4463529 [(14 6 ; 25 @

LB=104 LB=104




Analiza ztozonosci

Algorytm podziatu i ograniczen jest wtasciwie metodg petnego
przegladu przestrzeni rozwigzan. W najgorszym przypadku moze
sie okazac, ze przeszukiwana jest cata przestrzen rozwigzan




Algorytm r-optymalny

Rozpoczynamy od dowolnego cyklu Hamiltona H i usuwamy z niego r tukow.
Otrzymane

r drogi taczymy r tukami w cykl Hamiltona H'. Cykl Hi H' r6znig sie r fukami,
pozostate tuki sgidentyczne. Jesli waga w(H) jest wieksza od wagi w(H") to
zastepujemy cykl H cyklem H'i ponawiamy wymiane,w przeciwnym razie
probujemy wymieni¢ inner tuki. Wy 'i:n/y/do momentu az nie jest
mozliwe dalsze polepszanie wynik

w(H)=w(H')=w(x;)+ w(x;)=(w(y)+w(y,))

Im wieksza wartosc r tym lepsze wyniki, ale czas obliczehn rosnie wraz ze wzrostem r (O

§ — _ —




Algorytm oparty na MST

Sumawag otrzymanych z minimalnego drzewa rozpinajgcego (DM) jest mniejsza od su
wag w optymalnym rozwigzaniu TSP (T)!

Usunmy jedng krawedz z optymalnego rozwigzania T (usuwamy tg krawedz po usuniec
ktorej otrzymamy drzewo rozpinajgce)

Poniewaz M to minimalne drzewo rozpinajace to oczywiscie
w(DM)<w(T—e)=w(T)—w(e)=OPT —w(e)

Medford

Arlington

Belmont \_/ ; _;\

e = e I e




Majgc MST pozostaje tylko z tego rozwigzania utworzy¢ cykl. W tym celu nalezy
powieli¢ kazdg krawedz, a nastepnie przejsc przez kazdy wezet dwukrotnie. Czyli
Zaczynajgc od miast Si budujac Sciezke w gtab otrzymujemy nastepujaca droge:
SM,SESB,CBSA.

Medford

Everett

Belmont n\il; :

W ten sposoOb nasze rozwigzanie jest co najwyzej 2 razy wieksze od rozwigzania MST
w(W)=2xw(DM )< 2xOPT

Oczywiscie trudno to nazwac rozwigzaniem poniewaz odwiedzamy dany wezet 2 krc




Zeby znalezé dobre rozwigzanie musimy sie pozby¢ powtarzajacych sie weztéw w taki
sposob zeby nie zwiekszyc¢ wag.

Wykorzystujgc nierownosc trojkagta mozemy po prostu zostawic tylko pierwsze wystagpie
wezta adrugie opuscic,awiec rozwigzaniem jest SM,EB,CA

Medford
11 9
15 16
Arlington 14 -
( 9 Everett
10 6
()
Somerville
10 y 1 11
15 10 y
|
Belmont | J O Cambridge
- B

Figure 4: Solution with weight less than 2 = OPT




Algorytm Christofidesa

1Znalez¢ minimalne drzewo rozpinajace T

2 Wyznaczy€ zbiér wierzchotkdéw stopnia nieparzystego Vo (G*)

3 Dla zbioru V°# znalez¢ minimalne skojarzenie M

Medford

11
Arlington /’L%/_,___._
Everett
15E
Cambridge

Figure 5: Minimal matching on vertices with odd degree in the MST




o w(M)<0.50PT
Uzasadnienie

Optymalne rozwigzanie S* problemu TSP na grafie G ma sume wag réwnag co
najwyzej OPT. Usuwanie wierzchotkéw nie moze spowodowac zwiekszenia
sumy wag. Poniewaz liczba weztow w grafie G* jest parzystato rozwigzanie S*
moze zostac

podzielone na 2 skojarzenia przez sciezke naprzemienna. ,Lzejsze” skojarzenie
M1

mawagi co najwyzej 0.5*w(S*)<=0.5*OPT

Poniewaz M jest minimalnym skojarzeniem w(M)<=w (M 1)<=0.5*OPT

4) Utworz

Medford

Arlington

Everett

Belmont u\_ff - Cambridge

Figure 6: Union of MST and minimal matching




Podgraf matylko wezty o parzystym stopniu

w(T)+ w(M)<1.5%xOPT

- 5)Znalez¢ cykl Euleraw grafie D
6) Przeksztatci¢ cykl Euleraw cykl Hamiltona, poprzez eliminacje
powtarzajgcych sie weztéw




F’Jrzyk’rédy

a) Sieci Swiattowodowe w miastach

Firma planuje potgczyc 20 skrzynek rozdzielczych w dzielnicy siecig swiattowodowag w
topologii pierScieniowej (redundancjaw razie awarii). TSP pomaga wyznaczy¢ trase kabla
wzdtuz istniejgcych ulic,minimalizujac jego dtugosc.

Dane wejsciowe: mapa ulic i lokalizacje skrzynek.
Wynik: Trasa kabla o dtugosci np. 5km zamiast 7 km w nieoptymalnym uktadzie.
b) Uktadanie kabli podmorskich

Potaczenie wysp lub kontynentow kablami Swiattowodowymi (np. transatlantyckie linie
internetowe).

Wierzchotki to punkty przytaczeniowe naladzie i stacje posrednie nadnie morskim.
Odlegtosci uwzgledniajg topografie dna oceanu (gtebok oS¢, uskoki).

TSP z ograniczeniami:trasa musi omija¢ obszary chronione lub niebezpieczne (np. wulkany
podmorskie).

Rezultat: Minimalizacja kosztéw kabla, ktory moze kosztowac nawet 50 000 USD za kilometr.
c) Sieci energetyczne
Rozprowadzenie kabli miedzy stupami w wiejskim obszarze.

Uzycie TSP do wyznaczeniatrasy miedzy stupami,z uwzglednieniem istniejgcych drog i

C minimalizacii brzecieé 7z prvwatnvmi aruntami moznatez uwzalednié dodatkowe ezvnniki



Kolorowanie grafow
Podstawowe pojecia

Przypisanie koloréw wierzchotkom grafu G, po jednym kolorze dla kazdego
wierzchotka,

w taki sposob aby sasiednie wierzchotki otrzymaty rozne barwy nazywamy
kolorowaniem

Grafu (kolorowanie catkowite lub petne). Pokolorowanie czesciowe grafu polega na
Przypisaniu kolorow ale niekoniecznie wszystkim wierzchotkom grafu.
Pokolorowanie k kolorami nazywamy k-pokolorowaniem. Graf jest k-barwny jesli
Istnieje

L-pokolorowanie, gdzie I<=k.

Dla grafu prostego najmniejszg wartosc k dla ktorej graf jest k-barwny nazywamy
liczba




Liczba Chromatyczna

Dla grafu petnego K, x(K,)=n.
Jesli graf jest grafem cyklicznym C, to

%(C,)=

2dlan parzystego
3dlannieparzystego |




Twierdzenie Brooksa

Jezeli graf Gjest grafem prostym,w ktérym stopien grafu jest oznaczony przez A(G) to
v(G)<A(G)+1

Znak rownosci zachodzi tylko w dwaéch przypadkach:
1) gdy graf jest grafem petnym
2) gdy graf jest grafem cyklicznym o nieparzystej liczbie wierzchotk éw




Zbior wierzchotkow tego samego koloru nazywamy klasg barwnosci.
Zbiory wierzchotkow,w ktorych zadne 2 wierzchotki nie sgsiadujg ze sobg

nazywamy . .
niezaleznymi. Title:graf_niezalezny.fig

Creator:fig2dev Version 3
CreationDate:Thu Mar 15

Zbiory niezalezne: {1,6},{2,5/4},{3,1},{4,2,5}, {6,2}

Liczbe
oc(G):qu|Si|

1

gdzie Sy sgwszystkimi zbiorami niezaleznymi grafu G, nazywamy liczbg niezalezno:
grafu. Zbior S*, ktory zawiera najwieksza liczbe elementow nazywamy maksymalny
zbiorem niezaleznym (MIS).




Metoda zbiorow niezaleznych

Wyznaczenie k-pokolorowania grafu G jest rownowazne z podzieleniem zbioru
Wierzchotkéw grafu G na k zbior6w niezaleznych Vi,...Vi (Vi1V;=0 i#j). Podziat taki
Nazywa si¢ k-barwnym podziatem zbioru V.

Metoda zbioréw niezaleznych znajdowania k-pokolorowania grafu G polega na

pomalowaniu najpierw wierzchotkow kolorem 1 tzn. znalezienie zbioru V,, nast¢pnie V itd.
Twierdzenie. Dla kazdego k-barwnego podziatu {Vi,...,Vi} grafu G istnieje 1-barwny podziat
{V1,..,Vi} taki, ze I<=k 1 przynajmniej 1 zbior w tym drugim podziale jest maksymalnym
zbiorem niezaleznym (czyli nie istnieje zbior zawierajacy go w sposob wlasciwy, ktory jest
niezalezny).

Dowdd. Niech {Vy,...,V} bedzie k-barwnym podziatem zbioru V. Jezeli V, nie jest
niezaleznym zbiorem maksymalnym grafu G, to moze on by¢ powigkszony do takiego zbioru
V1 poprzez dotaczenie wierzchotkéw z innych podzbiorow. Kazdy zbior V;-V1', dlai=2,3,. .k,
Jest niezalezny, ale niektére z nich moga by¢ puste. V1'i Vi'=Vi-V1'": Vi'z0, i=2,...k. Tworza 1
barwny podziat grafu G, <=k, a V1' jest maksymalnym zbiorem niezaleznym.

Niech

G,=(W,E")\WcV
Na podstawie twierdzenia,w kazdym optymalnym pokolorowaniu grafu Galbo jedna kle
barwnosci jest maksymalnym zbiorem niezaleznym, albo mozna jg powiekszy¢ do takie
zbioru.




Algorytm Christofidesa

Jezeli Gjest k-chromatyczny to to mozna go pomalowac k kolorami, najpierw malujac

kolorem 1maksymalny zbidr niezalezny W1lgrafu G nastepnie, kolorem 2 maksymalny
zbior niezalezny podgrafu Gly.w: itd.
Goznaczarodzine wszystkich maksymalnych I-chromatycznych podgrafow grafu G
Begin
Ke0;
GO<{@}
While Gk nie zawiera grafu H takiego ze V(H)=V(G) do begin
F<O
For kazdego HEGk do
For kazdego MIS W w G|v)-v) do
F<—FU{G|V(H)Uw}
kKek+1
Gkemaksymalne grafy w zbiorze F
End;

/*k jest liczba chromatyczng grafu G */
End

Ztozonos¢ algorytmu O(mn2.445") gdzie n liczba wierzchotkéw a m liczba
Krawedzi w grafie.




Przyktad
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G1={{12,6}{3.4,5}{5.,6}}
G2={{12,6}u{3,4,5}...}
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k <0 GO —{@} (zbior zawierajgcy pusty podgraf)

Krok 1 Inicjalizacja

Iteracja 1: k=1

Warunek: G0={@} nie zawiera grafu H z V(H)=V(G)={A,B,CD,E}, wiec wchodzimy do petli.
F-o

Dla kazdego HEGO H :

H=0 ,wiec V(G)-V(H)={A B,CDE}.

Szukamy maksymalnych zbioréw niezaleznych (MIS) w GKA B,CD,E} (catym grafie G):
MISto zbior wierzchotkdéw, w ktérych zadne dwa nie sg sgasiadami.

Przyktady MIS: {A,D} ,{AE},{B,C},{CE} (sprawdzamy, ze nie ma krawedzi miedzy
wierzchotkami w tych zbiorach).

Dla kazdego MISW W W:
F - FU{G|QUW}=FU{G|W} .
F={GKA,D}},GKA E}},GKB,C}},GKC,E}}...} (wszystkie mozliwe MIS-y).

k <1Gl— maksymalne grafy w F:

Wybieramy podgrafy o najwiekszej liczbie wierzchotkéw, np. G1={{A D}{A E}{BC}{CE}




( Iteracja 2: k=2

Warunek: G1={{A D}{A E}{B,C}{CE}} niezawieragrafu H z V(H)={A,B,CD,E},wiec kontynuujemy.
F—@ F\leftarrow \emptyset F -2

Dla kazdego HEGL:

H={A D}

V(G)-V(H)={B,CE}

MISw GEB,CE} (podgraf z krawedziami {B,E}):

{B,C} ,{CE}

F < FU{GHA ,D}U{B.C}},GKA D}U{CEM={GKA B.CDIGKA.CDEM
H={A E}:

V(G)-V(H)={B,CD}

MISw GEB,CD} (krawedzie: {B,D}{CD}) :

I {B.C}

F - FU{GKA E}U{B.C}}=FU{GKA ,B.CEM

H={B,C}:

V(G)-V(H)={A DE}

MISw GKADE} (krawedzie:{D,E}):

{A D}, {AE}




Feo
Dla kazdego HEG2 :

H={A B,CD}:

V(G)-V(H)={E}

MISw G[E} (brak krawedzi): {E}

F - FU{GKA,B,CD}UE}}}={GKA B,CD,E}}}

H={A,CD,E}: V(G)-V(H)={B}

MISw G[B} }: {B}

F —-FU{GKA,CD E}\{B}}}={GKA B,CD,E}}}

H={A B,CE}: V(G)-V(H)={D}

H={CE}: V(G)-V(H)={AB,D}

MISw GKAB,D} (krawedzie: {A,B}{B,D}):

I {AD} F-FUG|CE}U{AD}}}=FU{GKACD,E}}}

F={GKA B,CD}},GKA,CD,E}},GKA B,CE}},..}

K<2 G2 < maksymalne grafy w F:

Maksymalne podgrafy majg 4 wierzchotki: G2={{A B,CD}{A,CD,E}{A,B,CE}}.

Iteracja 3: k=3 k =3 k=3

Warunek: G2={{A,B,CD}{A,CD,E}{A,B,CE}} nie zawiera grafu H z V(H)={A,B,CD,E}, wiec kontynuujemy.
SR L S
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MISw GKD} : {D}

F -Fu{GKA B,CE}uU{D}}}={GKA,B,CDE}}}
F={GKAB.CDE}}

k <3

G3-{G{AB,CD,E}}} (maksymalny graf w F).

Zakonczenie

Warunek: G3={{A,B,CDE}} zawiera graf H z V(H)=V(G)={A B,CD,E}, wiec petla sie konczy.

k=3 jest liczbg chromatyczng grafu G.




Algorytmy przyblizone

Algorytm najwiekszych zbiorow niezaleznych
Begin
U<V
Ke<0
While U=© do begin
Kek+1
Znalez¢ najliczniejszy zbiér niezalezny W w podgrafie G|y
For kazdego u€W do f(u)«Kk;
Ue<U-W
End
/* k jest liczbg koloréw uzytych do pokolorowania grafu*/
end




Algorytm przyblizonego najliczniejszego podzbioru niezaleznego
AMmISet(U,W)
Begin
Ul<U
We©
While Ul=© do begin
Znalez¢ wierzchotek u 0 minimalnym stopniu w G|u:
WeWu{u}
Ul<U1l-{u}-{veUl:(v,u)€E(G)}

end




Algorytm zachtanny
Kolorowanie(G) (SekW en CyJ N y)

1przypisz kolor 1do wierzchotka v,
2fork < 2ton
3 do

4 dla wierzchotka vy uzyj pierwszego dostepnego koloru, ktory nie
oyt Tit f kolor2.fi
-Title:gra - , it|e;graf_kolor2.fi
> g %g%kﬁtfk%/st,an do pokolorowaniawierzc OI%ES@SEJ@% Oon 3.9

Creator:fig2dev Version 3.2 reator:
CreationDate:Wed Mar 14 ° CreationDate:Wed Mar 14 -

[dn]

Title:graf_kolor1.fig Title:graf_kolor3.fig

Creator:fig2dev Version 3.2 Creator:fig2dev Version 3.2
CreationDate:Wed Mar 14 CreationDate:Wed Mar 14 °




Mozna wyznaczyC gorne oszacowanie liczby koloréw uzytych przez algorytm
sekwencyjny,do pomalowania wierzchotkow grafu Gw kolejnosci vi,..\vn. Kazdy
wierzchotek vi moze by¢ pomalowany kolorem i, wiec f(vi)<=i, z drugiej strony
przynajmniej jeden z pierwszych |S(vi)|+1koloréw moze bycC przydzielony
wierzchotkowi vi.
e F(v,)<min(i,[s(v,)}+ 1)

Stad

x(G)<max min{i,|S(v,)|+ 1}

1<i<n

Jednag z pierwszych wersji algorytmu sekwencyjnego zaproponowali Welsh i Powell, k
jako pierwsi porzadkowali wierzchotki w kolejnosci nierosngcych stopni. Takie
Uporzadkowanie nazywa sie pierwszym-najwiekszym.




Algorytm sekwencyjny z
nawrotami

Niech v;,...\v, bedzie dowolnym uporzadkowaniem wierzchotkéw grafu. Poczatkowo,
wierzchotkowi v;przydzielamy kolor 1, po czym po kolei malowane sg pozostate

wierzchotki z zastosowaniem nastepujgcej reguty:
Przyjmujac, ze wierzchotki vi,...,vi sg juz pomalowane, znalez¢ zbioér U;, koloréw

dopuszczalnych dla v;i przydzieli¢c mu kolor min{U;}.

Twierdzenie.
Niech f:(vi,...vi.}->{12,...,/}. bedzie pokolorowaniem i-1wierzchotkow grafu G,

wykorzystujacym doktadnie | kolorow. Jesli majg by¢ generowane wytacznie
pokolorowania nieredundantne, to kolor wierzchotka vi powinien spetniac¢ nieré6wnos

1<f(vi)=<I+1

Niech li.;0znacza maksymalny numer koloru przydzielonego wierzchotkom va,..,Vi-.
Kazdy kolor j,nalezacy do Ui, musi spetniacC nastepujgce warunki:
Dj=liq+1

2) j=min{i,|Si|+1}
3) j nie jest kolorem zadnego wierzchotka vi ( 1=h=i-1)bedacego sgsiadem

Wierzchotka v




Begin
| < Lk < Lf(vl) < Lg—n+Llincrease —true;
Repeat
If increase then begin
Ik <= I}k = k+1;
ZnalezcC Uy;
End:;

If Uk=@ the begin
kek-1;lel;
increase«false
End
Else begin
jenajmniejsza liczba w Uy;
UweU-{j};
f(vi)ei;
If j>| then l«|+1;
If k<n then increase«true
Else begin
Zapamietac aktualne rozwigzanie;
Znalez¢ najmniejsze i takie, ze f(vi)=l;
Usungc kolory |,1+1,...,9-1 z U1, Uy, ...,Ui1;
q<l;leg-1;kei-1;
increase«false;
End
End
Until (k=1) or (g=lowerbound)
end
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|=1k=Lf(1)=1q=6+1

1=1k=2;U,={2}
j=2;,U={}
f(2)=2:=2
1,=2; k=3;
Us={13}
J=1Us={3}
f(3)=1
13=2;k=4;
U4:{2,3};
]=2;,U4={3};
f(4)=2
|,=2;k=5
U5:{3}
j=3;Us={}f(5)=3]=3;
|5=3; k=6;
U6:{4};
]=4;Ue={}:f(6)=4;1=4;

f(6)=4;1=4;
q=4;1=3;k=5;
Us={};k=4;1=2;
U4:{3}
=3U.=(}(4)=3;
|=3;

1,=2;k=5;
k=4;|=3;
k=3;1=2;
J=3,Us={}:f(3)=3;
|=3;

|5=3 k=4,
U.={2,3}
J=2,U4={3}
f(4)=2;
|,=2;k=5
U5:{3};
J=3Us={}
f(5)=3;

|5:3;k =6

Uaz{l}
J=LUs={}1(6)=1,




Zastosowanie kolorowania
grafow

Zatézmy, ze chcemy ustali¢ terminy egzaminow (A B CD) dla 5 studentow (PQRST). W
danym dniu egzaminy przeprowadzane sgw tym samym czasie. W zwigzku z tym zalez
nam natym zeby unikngcC sytuacji w ktérej student ma wyznaczone dwa egzaminy w jec
dniu. Pytanie jest nastepujace jaka jest minimalnaliczba dni potrzebna do przeprowadz
wszystkich egzaminodw.
Zatozenia:

Student P jest zarejestrowany naegzamin Ai B

Student Q jest zarejestrowany na egzamin Ci B

Student R jest zarejestrowany naegzamin Ci D

Student Sjest zarejestrowany na eazamin Ai D

Student T jest A B C D

* *

* *

4 0 IO T
>(.
)(.



Macierz konfliktbéw

A B C D
A * *
B * *
C * *
D * *

Gwiazdka na pozycji ij oznacza, ze co najmniej jeden student jest zarejestrowany n
I ijegzamin,

Teraz wystarczy z macierzy konfliktéw utworzy¢ graf!

B Liczba koloréw uzyta do (\ ®
pokolorowania grafu
okresli

C wymagana liczbe dni.




Sudoku

Liczba mozliwosci ponumerowania,czystego” sudoku (3x3)
6670903752021072936960 = c. 6.7x10%



Reprezentacja w postaci grafu

Graf musi miecC 81wierzchotkow, wierzchotki powinny byc poetykietowane
uporzadkowang parg (x,y) gdzie x i y sg liczbami z zakresu 1-9. W zwigzku z tym dwa
wierzchotki (x,y) i (x'y') sa potaczone krawedzig tylko wtedy gdy:

x=x"'(wezty sgw te] samej kolumnie)

y=y' (wezty sgw tym samym wierszu)
[X/3]=[x'13]i [y/3]=]y'/3] (wezty znajdujg sie w tym samym kwadracie o rozmiarze 3x3)

Tak otrzymany graf nalezy pokolorowac!




Inne przyktady

Szeregowanie lotow samolotow

Zatézmy,ze mamy k samolotoéw i muszg by¢ one wykorzystane w n lotach,i-ty lot trwe
(aibi). Jezeli dwa loty sie naktadajgto nie mozna wykorzysta¢ do nich tego samego
samolotu.

Problem ten przedstawiany jest w postaci grafu, ktorego wezty odpowiadajg lotom. Dw
wezty tacza sie ze sobg jezeli czasy lotdéw sie naktadajg natomiast kolory reprezentujg
samoloty.

Przypisywanie czestotliwosci (telefony komorkowe)

Zatozmy,ze mamy pewna liczbe stacji radiowych, ktore identyfikowane sg przez
wspotrzedne x i y. Musimy przydzieli¢ stacjom czestotliwosci ale z powodu interferen
stacjom, ktore sg blisko siebie musimy przydzieli¢ inne czestotliwosci.




Szeregowanie zadan

Jest to jedna z najwazniejszych dziedzin informatyki i zajmuje sie uktadaniem
Harmonogramow zadan namaszynach (procesorach obrabiarkach itp.)
Zastosowania praktyczne:

*Planowanie projektow

*Organizacja pracy

*Plany zajec¢ szkolnych, spotkan itp.

*Przetwarzanie procesow w wielozadaniowych systemach operacyjnych

*Organizacja obliczen rozproszonych
Szes¢ zadan o czasach wykonaniapl,...p6=4,5,16,17 nalezy uszeregowac na 3

maszynach tak aby zakonczyty sie jak najwczesniegj




Diagram Gantta
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Plan zajeC szkolnych

Z2 3 2 2

Title:diagram_plan.fig
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Optymalizacja projektu

Optymalizacja przedsiewziecia polega na:
e wyodrebnieniu i zestawieniu wchodzacych w jego sktad czynnosci
e 0cenie parametrow poszczegolnych czynnosci i zdarzen
e konstrukcji sieci zaleznosci technologicznych
s wyznaczeniu podstawowych charakterystyk sieci dotyczacych
poszczegoblnych
czynnosci,zdarzen i catego projektu
e wyznaczeniu sciezki krytycznej




Szeregowanie sieciowe
(metoda sciezki krytyczne] CPM)

Projekt sktada sie z 2 elementow: czynnosci i ograniczen kolejnosciowych natozonych
te czynnosci. Czynnosci scharakteryzowane sg czasami trwania, arelacje miedzy

czynnosciami tworzg ograniczenia kolejnosciowe.

Wystepujg 2 podstawowe metody reprezentacji projektu przez siec
* Reprezentacja czynnosci w wezle (AN — activity on node) zwana siecig czynnosci

* Reprezentacja czynnosci natuku (AA — activity on arc). Wezty noszg nazwe zdarz:




SieC czynnosci |

To graf majacy nastepujace wiasnosci ‘
* Jest unigrafem (czyli miedzy dowolng parg wierzchotkow wystepuje co najw)
jeden tuk)
* spojny
* skierowany
* Acykliczny
* Majedno zdarzenie poczatkowe i jedno zdarzenie kohcowe




Luki pozorne niereprezentujg czynnosci oznaczajg jedynie zaleznosci kolejnosciowe
SieC zdarzen ma mniej weztdéw i tukow niz sieC czynnosci (nawet jesli wigczy sie tuki
pozorne). Niestety nie istnieje efektywny algorytm budowania sieci zdarzen o najmni
liczbie czynnosci pozornych (problem NP-zupetny).




Analiza czasowa

Niech G=(W,B,p) bedzie siecig z nieujemna funkcja p zdefiniowang na zbiorze tukéw B
pidla (i,j)eB jest czasem trwania czynnosci (i), jezeli czynnosc (i) jest pozornato
pi=0
Pytania:

* |le czasu bedzie wymagac¢ ukonczenie projektu

* Kiedy poszczegoélne czynnosci moga by¢ rozpoczete

* Jak dtugo jakas czynnos¢ moze byC opozniana nie powodujac opdznieniaw realiz

projektu

Najkrotszy czas trwania projektu jest rowny dtugosci najdtuzszej drogi ze zrodta do odpt

Poniewaz sieC jest acykliczna,to mozna ponumerowac wezty w porzadku

topologicznym,
To oznacza, ze do przeanalizowania zdarzenia i wystarczy rozwazyc¢ zdarzenia j

f\ﬂ%b?r?te oznacza najwczesniejszy mozliwy moment czasu,w ktorym zdarzenie i moze
hﬂstaplc jest to oczywiscie dtugos¢ najdtuzszej drogi z 1do |



Numerowanie wierzchotkow

1) Przydziel wierzchotkowi swobodnemu (do ktérego nie dochodzg zadne tuki) numer
2) Usun tuki tgczace wierzchotki ponumerowane z pustymi.
3) Wierzchotkom swobodnym przydziel kolejne numery i+1,i+2, ...

4) Jesli nie ponumerowano wszystkich wierzchotkow idz do kroku 2.




;o

1 2 3 4 5 6

; : 1 2 3 4 5

00 0 1 0 0 : - 1 3 4 5
00 0 1 0 - -

1 0 1 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 Loorot 0 0 0
1 0 1
B=|1 0 0 0 0| B=

00 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

00 0 1 0 0 0 0 1 0
00 0 1 0 - -

01 1 0 0 0 : -

. Wykreslamy 6 kolumne i 6 wiersz (warstwa wy)

Wykreslamy 2 kolumne i 2 wiersz (warstwa w)
Wykreslamy 3 i 5 kolumne, 3 i 5 wiersz (warstwa w2)

Wykreslamy 1 kolumne i 1 wiersz (warstwa w3)

Pozostaje 4 kolumna (warstwa w4)







Sciezka krytyczna

Czas wystgpienia ostatniego zdarzena, odpowiada najwczesniejszej realizacji categc
projektu. Najdtuzsza droga w G nosi nazwe sciezki krytycznej. Czynnosci jej nazywa sie
krytycznymi poniewaz opoznienie ktorejkolwiek z nich spowoduje opéznienie zakoncze
catego projektu.

Czynnosci, ktore nie lezagla Sciezce krytycznej majg pewnga swobode w realizacji. Dla tal

czynnosci mozna znalezc¢ tj. najp(’?Zniejszy mozliwy termin,w ktérym zdarzenie i

mogtoby wystapi¢ bez opdznienia z&koﬁczﬂenia projektu.

Korzystajgc z czasow trwania pij oraz i dla I%aJZrc})ej czynnosci (ij) moznawyliczyc:
i ij

* Najwczesniejszy czas rozpoczecia ESjz1
* Najwczesniejszy czas zakonczenia Efi',:ESij—h@ﬁ:pU

* Najpoézniejszy czas zakonczenia LFi=

* Najpozniejszy czas rozpoczecia LSj=LFj-pi= n(j_nie_pii
* Rezerwe czasowg czynnosci sij=LFij-EFij=LSij-ESIij=



Obliczenieterminow zdarzen

1) Obliczenie termindw najwczesniejszych (proceduraw przod)

n; =0 zdarzenie poczqtku projektu

ﬂ:f:max[nj+ pij:(i,j)EB]dlai:2,3,4,...,n

2) Obliczenie terminoOw najpozniejszych (procedura w tyt)
J'Eln:T —czas zakonczenia projektuuzyskany z poprzedniej procedury
:rcf:min[ﬂ:;—pij: (i,j)EBldlai:n—1,n—2,n—3,. vyl

3) Obliczenie rezerw czasu i luzow zdarzen
silj = nﬂ — T, — p; Jezeli silj: 0 tuk lezy na drodze krytycznej

s=n.—nluz
i— I T

http://zasobylopen.agh.edu.pl/dydaktyka/matematyka/c_badania_operacyjne/krok/krok4 OLlhtr
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PERT

PERT ( Program Evaluation and Review Technique) — Stochastyczna analiza czasowa
przedsiewziecia

W klasycznym podejsciu PERT przyjmuje sie, ze czasy trwania czynnosci majg rozktad
Beta

Wielkosci w sieci PERT

t; czas optymistyczny
t;; czasnajpardziej prawdopodobny (dominanta)

t; czas pesymistyczny

Prawdopodobienstwo zrealizowania czynnosci ij

P[tij< tj.j.]:o P[tij> tg]:o

D L —— = —




Analiza siecli PERT

Fazal
Oszacowanie kazdej czynnosci wartosci oczekiwanej i wariancji czasu trwania czynt

2
o m p
m,= Si=
J 6 y

p_ o

6

Faza ll

Analiza czasowa jest identyczna z analizg czasowg przeprowadzong sieci CPM, z t
ze zamiast ustalonych czasow jak to jest w CPM uzywane sg wartosci oczekiwane.

Faza lll
Wyznaczenie terminu realizacji projektu.

Termin realizacji w metodzie PERT marozktad normalny z wartoscig oczekiwang
m(tn) rowng wartosci oczekiwanej terminu najwczesniejszego (tno) i z wariancjg
S?(tn) rowng sumag wariancji czasow trwania czynnosci nalezgcych do zbioru czynn
krytycznych C,




Szansa dotrzymania dowolnego terminu dyrektywnego (terminu planowanego) wylicz
jest z wykorzystaniem dystrybuanty rozktadu normalnego

ij:(i, jlecC !

t,:NG
TD—m(t
, ml,)

t,< TD|=F (TD)=®

gdzie

(I)(z):_z[o%ez dx

TT

Wartos¢ prawdopodobienstwa dotrzymania terminu planowanego powinna znajdow
siew granicach [0.3,0.6] a to oznacza, zeZ€(—0.5,0.25)




Programowanie liniowe (LP)

Postaé standardowa

minf(x)=c' x
x€R"

Przy warunkach

Ax=b x=0,m<n

Macierz A jest rozmiaru nxm, liczba wierszy powinna by¢ mniejsza od liczby zmienny
Cjest n elementowym wektorem kosztow, b jest wektorem o m sktadowych,a x jest
Wektorem niewiadomych o n sktadowych

Przyktad zadania programowania liniowego

minx,+ 4x,+ 2x,+ x,
x€R*
X+ X+ X+ x,=2

X+ X,—3X;=—2

x,=0,x,20,x,20,x,=0




Ogolne sformutowania

Bardziej ogolne sformutowania LP

Petne ograniczenia nierownosciowe typu <

T
a x<b

T
a x+z=b,z=20

Pelne ograniczenia nierownosciowe typu =

T
a x=b

T
a x—z=b,z=0




Przyktad uzycla programowania
linfowego

Wytworzenie jednostki produktu | wymaga zuzycia 3 jednostek surowca A i 4 jednostek
Surowca B, zas jednostki produktu Il — 2 jednostek surowca A i 5jednostek surowca B.
Dostawy surowcow w kazdym dniu wynosza 12 jednostek surowca A i 23 jednostki
Surowca B.

Produkt | sprzedaje sie po 14 zt za jednostke, produkt 1l po 15. Koszty produkcji wynosze
3zt najednostke produktu niezaleznie od jego rodzaju.

Cel: zmaksymalizowac zysk przedsiebiorstwa.

f(xl’ x2)=14x + 15x,—3(x,+ x,)=11x,+ 12x,
3x,+ 2x,<12
4x,+ 5,<23

X, X,20




Metoda sympleks

. A
2 a
[0,1]c X+ 8‘221 f(x)=x1+ 2%,
X, =
X,=0

b

[1,0]

Caty odcinek [a,b] jest zbiorem punktow optymalnych

W metodzie sympleks optimum jest poszukiwane przez przemieszczanie sie po punk
wierzchotkowych zbioru punktéw dopuszczalnych. Zbior punktow dopuszczalnych
przeszukiwany jest w uporzadkowany sposob generujac punkty X, Xz, Xk, 0 wartosci
funkcji celu nie gorszej niz w poprzednim punkcie.




min—2x,—X, min —2x,—X,
XER’ x€R*
X,<6 X, +X, =6

x,+ x,<10 Postac standardowa X, +Xx, X, —10

x1=0,x2=0 X, X5 X3 Xy X5 =0
A X2
. (0 ¢
O R TR

Rozwigzanie optymalne mozna znalezC przemieszczajac sie po punktach ekstrem allllj
zbioru dopuszczalnego



Rozwigzanie bazowe

Kazdy punkt ekstremalny ma n-m wspotrzednych o wartosciach réwnych 0,a wartosci
m pozostatych wynikajg z zgdania spetnieniaréwnan Ax=b. W zwigzku z tym zbior indek
zmiennych mozna podzieli¢ nadwie grupy:

N - n-m zmiennych o wartosciach zerowych (okresSlane jako niebazowe)

B — zbidér m indeksow zmiennych bazowych

XpB

[AB;AN] =b

XN

Rozwigzaniem bazowym zadania programowanialiniowego w postaci standardowej
jest taki punkt x,w ktorym spetnione sg warunki :

* Xi =0 dlawszystkich i €N,

* Macierz bazowa Asjest nieosobliwa

e Xx,=A;'b
Uwaga, nie kazde rozwigzanie bazowe jest punktem dopuszczalnym!

Kazde bazowe rozwigzanie dopuszczalne jest wierzchotkiem zbioru rozwigzan
dopuszczalnych.




Rozwigzywany uktad rownan powstaje poprzez wybranie m - kolumn z macierzy ogranic
zadania.
Twierdzenie

Liczba bazowych rozwigzan jest skonczonai nie przekracza

n!
m!(n—m)!

Pierwsze dopuszczalne rozwigzanie bazowe mozna uzyskac¢ dig=1




Bazowe rozwigzanie
dopuszczalne

Bazowym rozwigzaniem dopuszczalnym jest taki punkt x,w ktérym spetnione sg warlt

A |
* Wartosci zmiennych b%éOdNyCﬁB_b_AB b sg dopuszczalne tzn. ze wszystkie
wspotrzedne wektora - musza by¢ nieujemne.

Z kazdym rozwigzaniem bazowym zadania zwigzana jest pewna specyficzna postac
Zadania programowanialiniowego. Powstaje w wyniku wyznaczenia zaleznosci zmier

bazowych od zmiennych niebazowych + elimiragji zmiennych bazowych z funkcji cell

Poniewaz Ag jest zawsze nieosobliwato

~

x;+A,x,=b A,=A.'A,, b=A.'b




Definicja
Jezeli macierz bazowa Ag jest rowna macierzy jednostkowej I aw funkcji celu cen
(wspotczynniki) odpowiadajace zmiennym bazowym majg wartosci 0,to mowimy,
zadanie jest w postaci kanonicznej.

N1




Przyktad

min x,— X,
XER?
2X,+ x,<4 . ndaraow
3x,+ 2x,<3
Xy X,=0
Rozwigzania bazowe
1) B={12}
min 11-—5x,+ 3x, o
x€R* 5
X, +2x, —x, =5  ,=|=6
X, —3X; +2x, =-6 0
X1 Xy X3 X420 L0
=7

min Xx,—X,

x€R*
2X, +Xx, +Xx, =4
3x, +2x, X, =3

X1 Xy X3 X, 20

2) B={13}
min l—éx —lx
vert 377 3°°
b
2 1 X=
X, +—x, +-x, =1
3 6=210
L ax =2k
3 2 3 3 4
X1 Xy X3X,20 ¢y =

O N O

W~ w|u




Rozwigzania bazowe
3) B={14}

. 3 1
min 2——X,— =X,
x€R* 2 2
1 1
X1 Exz +§X3 =2
Xy Xy X3 X,2=0
5) B={4.2}
min —4+ 3X,+ X,
X€R*
—X, —2X; +Xx, =-5
2x, +Xx, +X, =4

Xy Xy X3, x,=0

SO N

4) B={2,3}
) 3 5 1
min ——+ —x,+ —x,
4 2
XER
3 1
— X5 +X2 +—x4 =
1 1 _
ngl +'X3 '—EEX4 =
xl’xz,x3,x420
6) B={3.4}
min XxX,—X,
xeR?
2X1 +Xx, +X; =4
3x, +2X, X, =3

xl’xz’x3’x420

oNltTN|w o

N~ N

"W h oo




Wybor zmienne] wprowadzanej
do bazy

Przejscie do sgsiedniego rozwigzania bazowego dopuszczalnego polega nawymianie

ktorejs ze zmiennych bazowych ze zmienng niebazowg. Oczywiscie wybor musi byc te

ze gwarantuje zmniejszenie funkcji celu. Poniewaz zgdamy dla rozwigzania bazowego
x=0

To wartosc¢ dotychczasowej zmiennej niebazowej musi wzrosnac (dotychczas

byta 0).

Aby dokonac¢ zmniejszenia funkcji celu musimy wybra¢ zmienng niebazowa o

ujemnych cenach zredukowanych. Jesli wszystkie ceny zredukowane sg
ireLf'!a?mrrhest, gpuZe w zadnym z sasiednich punktow bazowych wartos¢ funkc;ji

cefu nie moze zosta¢ zmniejszonai takie rozwigzanie jest punktem optymalnych

zadania ¢.=0,VieN

Kryterium wyboru zmiennej

C,=minc,
IEN




Wybor zmiennej] wyprowadzanej
Z bazy

Ograniczenia zadania programowanialiniowego w postaci kanonicznej:

Xp+ AyXxy=b

Niech g oznaczaindeks zmiennej niebazowej wprowadzanej do bazy. Miedzy zmienn
niebazowg a zmiennymi bazowymi wystepujg nastepujace zwiagzki

i g =B,
X+ Qi X =D
Xl( )+ aquq:bm

Zmiennaxqzmniejsza wartos¢ zmiennej bazowej tylko wtedy, gdy wspoétczynnik pr:
tej zmiennegj jest dodatni. Zmienna bazowa osigga wartosc¢ zero gdy
b

al.q

Xq:




Poniewaz zmienne bazowe musza byC dodatnie to z bazy moznawyprowadzi¢ tg zmient
ktéra maleje wraz ze wzrostem wartosci zmiennej niebazowej wprowadzanej do bazy.
Wybierana jest ta z nich, ktora jako pierwsza osigga wartoSc¢ 0. Czyli wybieranajest zmie
dla ktorej zachodzi warunek

L= min =+
pg J=] m @ jq

Qe

ceey
>0

W kazdej iteracji wszystkie zmienne bazowe muszg mieC wartosci dodatnie w
zwiazku
ztym w kazdym kroku nastepuje zmniejszenie wartosci funkcji celu co prowadzi do
tego, ze nie jest mozliwy powrot do rozwigzania bazowego, ktore juz raz pojawito sie
W procesie obliczen. To oznacza, ze liczba iteracji metody sympleks jest skonczona
bo
|V|R?zeoﬁqjé‘ﬂ\’/@‘iiq?&@ﬁ%?[ﬁm/(\f\hH%Y@R%Hﬂﬂ’}’abi:O dla pewnych indeksoéw i (degeneracja), !

moze dojsc do zapetlenia. W takich przypadkach przejscie z jednej bazy do drugiej nie
Powoduje zmniejszenia wartos¢ funkcji celu (pozostaje ta sama wartosc).



S — e ey

Przyktady dziatania metody
sympleks

Startujemy ze zbioru indeksow B={3,4}

TR 1 0] 2 1
XER AB: , N:AN:
2x, +Xx, +Xx, =4 0 1 3 2
3x, +2x, X, =3 xB=I~)= 4 . 6y= 1
X1 Xy X3 X420 3 -1

Tylko jedna wartos¢ ceny zredukowanej jest ujemna, w zwiazku z tym wprowadzana
Zmiennaniebazowa x2.
Poniewaz

3 :
—=min
2

4 ; - p=2,1(p)=4

To z bazy wyprowadzona zostanie zmienna X4
Nowy zbior indeksow B={3,2}




Poniewaz wszystkie koszty zredukowane sg dodatnie to jest to optymalne rozwigzani

13
N |~ N

N|—= N|Ww

—_

)




Postac tablicowa metody

sympleks
Nl 2]

(B)
Wykonujac natablicy operacje wierszowe (nie dotyczy wiersza f):
dodawanie, odejmowanie wierszy
przeskalowanie wiersza
Mozna powyzsza tabele doprowadzi¢ do postaci

(f)

(B)

~

0 5; —f
I A, b

Tablicatareprezentuje posta¢ kanoniczna tablicy sympleksowe;j.




min x,—X,

x€R*
2x,  +x, +Xx, =4
3x, +2X, x, =3

X1 Xy X3 X420




Algorytm metody sympleks

Na poczatku dane jest rozwigzanie bazowe dopuszczalne o nastepujacych wtasnosciac
Xy =0
Agnieosobliwa
xy=b=A;'b>0
1) Wyznaczanie indeksu g eN o najmniejsze cenie zredukowanej
2) Sprawdzenie testu STOP-u, jesli w aktualnym rozwigzaniu wszystkie wartosci cer
zredukowanych sg dodatnie to koniec.
3) Wyznaczanie indeksu zmiennej wprowadzanej do bazy,zmiennadla ktérej cena
zredukowana jest ujemna.
4) Wyznaczenie macierzy

5) Wyznaczanie indeksu p € {1,2,.m} zmiennej wyprowadzanej z bazy
Jesli taki indeks nieistnieje to zadanie jest nieograniczone i przerywamy algor

o . B®»Bug\l(p) . |
6) Wymianaindeksow zmlen%eja%%ﬂ?g}%\{\@m(ql zmiennej bazowej x(p)
J M

A};l, I;:Aglb’ C~N

7) Wyznaczenie elementéw nowej postaci kanonicznej zadania:

e ——



Znajdowanie poczatkowego
punktu dopuszczalnego

Wprowadzamy dodatkowe zmienne tzw.zmienne sztuczne, dobierane w taki sposob, by
mozna byto utworzyC rozwigzanie bazowe dopuszczalne z macierzg bazowa bedaca
macierzg identycznosci.

1) Trzeba doprowadzic¢ do prawdziwosci tego warunku b=0. Dlatego kazde rownanie,
dla ktorego b;=<0 trzeba pomnozy¢ przez -1
2) Wprowadzamy sztuczne zmienne

r=b—Ax
3) Definiujemy zadanie pomochnicze
minw:Z ri
Ax+r=>b
b=0, r=0

4) RozwigzacC powyzsze zadanie




Znajdowanie poczatkowego
punktu dopuszczalnego

Wprowadzamy dodatkowe zmienne tzw.zmienne sztuczne, dobierane w taki sposob, by
mozna byto utworzyC rozwigzanie bazowe dopuszczalne z macierzg bazowa bedaca
macierzg identycznosci.

1) Trzeba doprowadzic¢ do prawdziwosci tego warunku b=0. Dlatego kazde rownanie,
dla ktorego b;=<0 trzeba pomnozy¢ przez -1
2) Wprowadzamy sztuczne zmienne

r=b—Ax
3) Definiujemy zadanie pomochnicze
minw:Z ri
Ax+r=>b
b=0, r=0

4) RozwigzacC powyzsze zadanie




Niech W oznacza optymalna warto$é funkcji celu. Rozpatrzmy nastepujace przypadki:

w=0  wtym przypadku zbiér punktéw dopuszczalnych jest pusty

w=0 jzadnazezmiennych sztucznych nie wystepuje w bazie. Wéwczas mozna
wyeliminowaé zmienne sztuczne.
w=0 jws$rod zmiennych bazowych wystepuja zmienne sztuczne. Mozliwe sg dwa

przypadki:

D riwystepuje w bazie ale wspo+czynn|k|lf =0 .Wéwczas i-te rownanie jest
nadmiarowe i mozna je usungc

2) riwystepuje w bazie, Wspoiczynnl(l]<'4 dla pewnego j=n. Zastepuje sie
wowczas W bazie zmiennag r; zastepuje sie zmiennag X;.




Zagadnienie transportowe

Zadanie transportowe polega narozwigzaniu problemu opracowania planu
przewozu produktu z roznych zrodetl zaopatrzenia do punktow, ktore zgtaszaja

zapotrzebowanie naten produkt.
Znalez¢ minimum

m n
Z:Z Cijxij
i=1 j=1
Przy warunkach L .
Z x;s<a;,1=1,2,3,...,m

j=1
m

;XU<bj,j=1,2,3,...,n

Odbiorcy nie przyjmuja wiecej
towardéw niz potrzebujg

Dostawcy nie dostarczg wiecej

x;20,i=1,2,3,...,m; j=1,2,3,...,n towaru, niz wynoszgich zdolno

Parametry a, b, c sgnieujemne i catkowite.

podazowe




Zagadnienie transportowe ma prostainterpretacje sieciowa.

j=1
1=1
| =2

j=2
|:

Jj=n

Wszystkie wierzchotki mozna podzieli¢ nadwie grupy, nawezty dostawy ponumerowa
1=1,2,....m i wezty odbioru ponumerowane j=12,...n. Dla kazdego tuku wystepujgcego
pomiedzy weztami okreslony jest jednostkowy koszt ci; przewozy transportowanego tov

Zadanie polega nawyznaczeniu takich wielkosci przewozu Xxij, ktore minimalizujg catk o
koszt transportu z. Pierwszych m nierownosci odnosi sie do wierzchotkow dostawy, nas
N nierownosci odnosi sie do wierzchotkow odbioru.




Programowanie
catkowitoliczbowe y(PCL

W wielu praktycznych zastosowaniach wymagane jest by rozwigzanie optymalne byto
catkowitoliczbowe.

max z=4x,+ 4x,
XER’

X+ x,<12
2x,+ bx,<41
x,=0,x,=0,x1,x,musibyc catkowite

10

Rozwigzanie optymalne dla
problemu ciggtego jest nastepujace
416 x;=5.666 x,=6.333

Gdyby probowac zaokraglic¢ to
rozwigzanie czyli x1=6, x2=6
wowczas rozwigzaniato nie jest
dopuszczalne




max z=5x,+ 8x,
XER’

X+ x,<6
5x,+ 9x,<45

x,=0,x,=0,x1,x,musibyc catkowite

.'1’32‘
1+ a2 =6
Rozwigzanie optymalne 6— \/n . . . » . . .
x1=2.25,x2=3.75 h
2:41.25 5— » » » » *» - &
Optymalne rozwigzanie ciggte
4 . . . . o .
z = 5.‘131 + 81132 = 41.25
3 . * . . *
LD 51131 + 9332 = 45
2— L » » [ ] L ]
l— L . L ® -
- 8
| I I | I | | | = -

www.ioz.pwr.wroc.pl/pracownicy/.../ztaw9m .pdf

N —— e = e —




Metoda podziatu | ograniczen dla
PCL

Rozwigzanie ciggte jest gornym ograniczeniem rozwigzania catkowitoliczbowego i jest t

punkt startowy dla algorytmu podziatu i ograniczen.
Wybieramy zmienna, ktérej wartosc jest utamkowa (dowolng zmienng) np. X2 i narzucan

dodatkowe warunki x2=3i x2=4.
Jezeli rozwigzanie, ktore otrzymujemy jest catkowitoliczbowe to nie rozwijamy takiego \




z=4125

x1=2.25, x2:3.75}

max z=5x,+ 8x, X2=

x€R?

5X,+ 9x,<45
X,<3
x,=0,x,=0

X+ x,<6 E

x2=4 max z=>5x,+ 8x,
XER?
X+ Xx,<6
{ x1=18, x2=4 } 5X,+ 9x,<45
z=41 X, =4

x,=0,x,=0
[ ] - - - - -
Optymalne rozwigzanie ciggte
® - - & [ »




x1=2.25,x2=3.75
z=4125

X2< X2=4

- e
/ \

X171 x2=4.(4) sprzeczne
y 7=40.(5) P
6—\\ L I T | I I LI | max Z:5X1+ 8X2
N XER2

5— ] | ] L] | ] . | ] . l. | X1+ X2<6
Optymalne rozwigzanie ciagte
4 R 5x,+ 9x,<45
3 . . X2>4
. . Xl S 1

x,=Z0,x,20




x1=1,x2=4.(4)
z=40.(5)

X2< x2=5

x1=1 x2=4 x1=0, x2=5
z=37 z=40

Poniewaz obydwa rozwigzania sg catkowitoliczbowe to dalej nie rozwijamy




Zagadnienie plecakowe

Istnieje wiele réznych wersji zagadnienia plecakowego. Bedziemy rozwazac¢ 0-1
Zagadnienie plecakowe, ktére ma nastepujacg postac:

zhalezé
n
maksimum Z
p.X.
i:1 1 1

przy warunkach n
> w,x,<V,x,=0lub1,i=1,2,...,n

i=1

gdzie pii w; (i=12,..,n) oraz V sg catkowite
Naszym zadaniem jest tak wypetnicC plecak réznymi przedmiotami o wartosciach p;i w
w; by nie przekroczycC tgcznego udzwigu plecaka V. Trzeba tak wybrac przedmioty aby
wartosc¢ przedmiotow zatadowanych do plecaka byta jak najwieksza.
Dodatkowo mozna zatozyc¢ (bez utraty ogélnosci), ze

p,;iw,;sqdodatnie i catkowite
w,<V,i=1,..,n

n
Z w.> V
i=1




Zero-jedynkowe zagadnienie plecakowe mozna uogolni¢ na zagadnienie wieloplecakow
w ktorym przedmioty mozna wtozy¢ do m plecakow o pojemnosciach V; (j=12,..,m)

Z Z Di Xjj

i=1 j=1
Zw X<V, j=1,2,.

Z x;<s,1=1,2,.

X;; —Olubl i=1,...,n;j=1,...,m

Zagadnienie plecakowe nazywa sie czesto zagadnieniem zatadunku, ktore polega na
przydzieleniu przedmiotéw o znanych rozmiarach do pudetek o ograniczonej pojemna
W taki sposbb aby zuzycC najmniejsza liczbe pudetek.

Znajdz minimum ny
Z x;=1,i=12,...,n
j=1
; Wx;<ky;,j=1,2,..,m
y;»X;=0Mubl,i=1,...,n; j=1,...,m

W dopuszczalnym zatadunku x;=1jesli przedmiot i maby¢ umieszczony w pudetku j, y;
jesli uzywa sie pudetkaj.




Przedstawione odmiany zagadnienia plecakowego sg oczywiscie specjalnymi przypadke
Programowania catkowitoliczbowego. Co wiecej istnieje rowniez relacja odwrotna mied:
ILP i 0-1KPtzn.wiekszosC problemow ILP mozna sprowadzi¢ do réwnowaznych z nimi
0-1KP. Stad jezeli udato by sie znalez¢ rozwigzanie wielomianowe problemu KP to rowni
istnieje wielomianowe rozwigzanie problemoéw ILP.

Z obliczeniowego punktu widzenia problemy KP sgtrudne (NP-trudne) i jak dotychczas
nie udato sie znalez¢ zadnego algorytmu o wielomianowym czasie dziatania, co wiecej

uwazasie, ze jest mato prawdopodobne aby taki algorytm istniat. . , .
Rozpatrz?ny Qacmgn nypalgorytl?n ZNnaj owgnla d&geg% oszacowania wartosci

zagadnienia plecakowego. Algorytm ten mozna stosowac rowniez do czesSciowo
wypetnionego plecaka (zbior przedmiotow w plecaku ozn. J). Mozemy tez zatozy¢€ ze istr
zbior przedmiotow, ktory do plecaka wktadaé nie bedziemy ozn. K. Otrzymane rozwiagzat

zbi6r J elementéw znadejacCyCEgﬁﬁ%é’be&ﬁ‘EﬁJ K)

begin
x(—V—Zwi;y(—Zpi
ieJ ieJ

fori ¢« 1ndo

if (i#JUK)A(w,<x)then

begin

JE€JUIL; x€Xx—w,;y€y+p
end

lowerbound ¢ y
end



Oczywiscie nawet dla ustalonych zbiorow J i K wartosc¢ lowerbound zalezy od porzadl
rozpatrywania przedmiotow. Nie istnieje zadna ogdlna reguta, ktéra zapewniataby, ze
otrzymamy optymalne rozwigzanie. Czesto jednak uzywa sie heurystycznej reguty
porzadkowania przedmiotéw zgodnie z ich nierosngcymi wartosSciami pi/w..

Przyblizony algorytm rozwigzywania zagadnienia plecakowego

KNAP (k)

begin

Q<0

for wszystkie takie podzbiory 1 =1,2,3, ...,n, ze|l|<ki ) w,<V do

i€l
Q ¢ max Q, LOWERBOUND(I, )|
res € Q
end

Przyktad

max z=200x,+ 155x,+ 115x,+ 90x,
50x1+ 40x,+ 30x,+ 25x ,<95
x;=0[lubl,i=1,2,3,4




Porzadek zmiennych dla procedury zachtannej jest zgodny z przedstawionym przykiade
gdyz 200/50>=155/40>=115/ 30>=90/ 25.

Procedura zachtanna dlatego przyktadu daje nastepujace rozwigzanie (1,1,0,0) i z =355
Zaczynamy od k=1, podzbiory przedmiotow /={1}, /I={2} dajg to samo rozwigzanie w
algorytmie zachtannym, dla /I={3} otrzymujemy (1,0,10) i z=315, I={4} (1,0,0,1) z=290.
Podobng analize przeprowadzamy dla

k=2

1={1,2} - (1,1,0,0) z=355

1={13} - (1,0,1,0) z=315

1={14} - (1,0,0,1) z=290

1={2,3} - (0,1,1,1) z=360

1={2,4} - (0,1,1,1) z=360

1={3,4} - (0,1,1,1) z=360

k=3

;rq{;z\‘/\géﬁ%ﬁzWijSztéWF@, 1a9pB BRRYATGRAEY ZPPm oca powyzszego algorytmu dla k>0 spetni

P, (J)—KNAP(k) 1

PWJJ) <k+1

opt (




dla kazdego zagadnienia J. Czas obliczen jest rzedu O(kn**Y) i wymagana jest pamiec
rzedu O(n), gdzie n jest liczbg przedmiotow w J




Algorytm przegladu posredniego
(Metoda podziatu | ograniczen)

Algorytm ten wykorzystuje reprezentacje przestrzeni rozwigzan w postaci drzewa. Istni
wiele drzew odpowiadajgcych rodzinie 2" wektorow zero-jedynkowych. Wykorzystamy
drzewo,w ktorym zmienne odpowiadajg kolejnym poziomom drzewa i w ktorym kazdy
wezet drzewa ma co najwyzej dwoch synow. Zaktadamy, ze kazdy lewy syn odpowiada
wartosci 1zmienngej.

Budujac drzewa trzeba pamietac otym, ze nie wszystkie wezty odpowiadajg dopuszczal
Rozwigzaniom i tylko niektoére dopuszczalne odpowiadajg rozwigzaniem optymalnym.
Poniewaz rozmiar drzewa jest wyktadniczy, metoda powinna unikac (o ile to mozliwe)
tworzeniaweztow, ktére sg albo niedopuszczalne albo nie prowadzg do rozwigzan lepsz
od dotychczas znalezionego.

Aby uniemozliwi¢ generowanie weztow, ktore nie sg w stanie polepszy¢ biezacego
rozwigzania korzysta sie z funkcji ograniczajgcej. Niech PROF oznacza wartosc¢ najleps:
znanego rozwigzaniai niech x1x», .., X, 0zn.to rozwigzanie.

Wartosc funkcji ograniczajacej moznawyznaczycC stosujac twierdzenie Danziga. Jesli
oszacowanie to oszacowanie od gory nie jest wieksze od PROF to dalsze poszukiwanie v
dét od tego wezta moze byC zaniechane i przeszukiwanie moze sie przenieSc¢ do praweg
syna biezgcego wezia.

Jesli jakis Wezei ma dopuszczalnego lewego syna, to oba te wezty majg tg samg Wartosc

'FI In'lf\'l' ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ ﬂﬂf\: Alﬂf'h_hr\"nr\\nf nnnnnnn L\ In f\rf:\f\f\lﬁlﬂnﬂ + Ir/n All‘\ II'\\AI\II\"'\ ﬁ\lv‘\ I'\\lll



== e —

Tw. (Dantzig)
Optymalnym rozwigzaniem zagadnienia plecakowego z warunkiem

x,=0lub1,i=1,2,...,n

Ostabionym do warunku

0<x,<1,i=1,2,...,n
jest

x=1,i=1,2,..,r
X, =0,i=r+2,...,n

1
Wr+1

r

V—Z W,

i=1

X

r+1-

gdzier jest najwiekszym wskaznikiem ,dla ktorego Z w, <V
i=1

Stad gorne oszacowanie wartosci zagadnienia plecakowego

V_Z W,
i—1

pr+1
Wr+1

U1:Z p;*
i=1




BOUND(P,W ,k,Q,U,I)
begin
Q¢P;U«W;l«k+1;Be¢true
while(I1<n)iBdo
begin
B« U+w,<V
if (B)then
begin
QeQ+p;UcU+w; y €1;1¢l+1
end
end

V-U
if Bthen BOUND ¢ Qelse BOUND<—Q+( )P

W

end
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Algorytm przegladu Horowitzai Shaniego

begin

k€0;PROF¢—1;P€<0;W<¢«0;

repeat|do ukoriczenia przeglqdu tzn. k=0
repeat| domomentu gdy mozna uczyni¢ znaczqcy krok do przodu |
B« BOUND(P,W ,k,Q,U,l)<PROF;
if Bthen
begin \krok do tytu do ostatniego przedmiotu w plecakul

znalei¢ najwieksze j,takie ze y ;=11 j<Kk

k€ j

if k>0 then

begin lusuniqcie k —tego przedmiotu z plecaka[
Y €0
P«P—p,
WeW—w,

end

end

until (not B) v (k=0)
if (k>0)Iub(PROF =—1)then
begin | Krok do przodu|
P€Q;We&U kel
if k>nthen
begin | Znaleziono lepsze rozwiqzanie |
PROF €« P;k€¢n
x;«y;(i=1,2,...,n)
endelse y, €0
end

until k=0
end




Przyktad

min 2x,+ 3X,+ 6X,+ 3X,
X+ 2X,+ OXy+ 4X <5
X, X, X3 X,=11ub0

Poczatkowo P=W=0; k=0 i PROF=-1, po pierwszym wywotaniu BOUND mamy

y1=y2=1 Q=5,U=3, =3, BOUND=5+2*6/5=7. Poniewaz PROF=-1to robimy krok do przodu
P— QW«<Uk <I,y3 < 0iponownie wywotywane jest BOUND. Wartos¢ y4 jest
niedopuszczalnaw zwigzku z tym y4=0. Ponownie wywotujemy BOUND |=5 >n=4, ponie
wartosc funkcji nie jest wiekszaniz -1wiec biezace rozwigzanie staje sie najlepszym,
dotad znalezionym czyli za x podstawiamy y=(1,1,0,0) PROF=P=5, k=4.

Nastepny krok przesuwa przeszukiwanie do ostatniego przedmiotu w plecaku i przedm
ten zostaje usuniety y2 < 0,P « 5-3=2W ~ 3-2=1 Wywotujemy funkcje BOUND prébujz
UmiescicC przedmiot 3w placeku co sie nie udaje bo U+w 3=6>5. Kolejne wywotanie BOU
Umieszcza przedmiot 4 w plecaku,to jednak nie polepszaistenijgcego rozwigzania.
Teraz przeszukiwanie przechodzi doyliyl < 0i wywotywana jest funkcja BOUND,

po ustaleniuy2 < 1BOUND daje 6 itd.....



i RPN

PROF « 5 PROF « 6  3<PROF
X=(110,0) X=(0,0,1,0)




Programowanie dynamiczne dla
problemu plecakowego

°* Mamy plecak o maksymalne] pojemnosci
W =5kg oraz liste przedmiotow:

* Przedmiot (i) Waga (w_1) Wartosc (v_1I)
1 2 kg 6 zi
2 3kg 10 zi
3 1kg 3 zi




Cel: Wybrac¢ przedmioty tak, aby ich tgczna
waga nie przekraczata 5 kg,ataczna
wartos¢ byta maksymalna.

Rozwigzanie kro
Zdefiniuj ta
DP[i][j] - ma

K PO kroku:

olice DP:

Ksymalna wartosc, ktora

mozna uzyskac,wybierajac sposrod

nlerwszych
orzekraczaj

| przedmiotow, nie
ac wagi

nicjalizacja:

Dlaj =0 (waga 0): DPJi][0] =0 (nie mozna

wzigc z

adnego przedmiotu).

- Dlai=0(brak przedmiotow): DR[O} =0.



Wypetnianie tablicy DP:

Dla kazdego przedmiotu i i kazdej wagi j od
1do 5:

Jesliw_i>] (przedmiot nie miesci siew
plecaku), to DPJi][j] = DP[i-1[j].

W przeciwnym razie wybieramy
maksimum z:

Nie brania przedmiotu: DP[i-1][j],
Brania przedmiotu:v_i +DP[i-1[j - w_1i].

Przyktadowe obliczenia:
Dlai=1(w_Ii1=2,v_I1=06):

]=2: DP[1][2] = max(DP[0][2], 6 + DP[O][0]) =
max(0,6) =6

e e, W O gm N s W




Dlai=2 (w_i1=3,v_1=10):
j=3: DP[2][3] = max(DP[1][3], 10 + DP[1][0]) =
max(6, 10) = 10
]=5: DP[2][5] = max(DP[1][5], 10 + DP[1][2]) =
max(6, 10 + 6) =16

Dlai=3 (w_i=1,v_1=3):
j=1 DP[3][1] = max(DP[2][1], 3 + DP[2][0]) =
max(0,3) =3

]=5: DP[3][5] = max(DPJ[2][5], 3 + DP[2][4]) =
max (16,3 + 13) =16




* Ostatecznatablica DP (wartosci wybrane

dla ilustracji):

i\j o 1
0 0 0
1 0 0
2 0 0
3 0 3

2

0

6

6

6

10

10

4 5
0 0
6 6
10 16
13 16

Kroki wyznaczania rozwigzania z tablicy DP:

Zacznij od komoérki DP[n][W] (ostatnia komorka, gdzie n — liczba przedmiotow, W —
maksymalnawaga). Takomoérka zawiera maksymalng wartoscé rozwiazania.

Poréwnuj wartosci w tablicy DP:

Jesli DPJi][j] == DPIi-1][j], oznaczato, ze i-ty przedmiot nie zostat wybrany. Przejdz do

komorki DPYi-1J[j].

Jesli DPJi][j] '= DP[i-1[j], oznaczato, ze i-ty przedmiot zostat wybrany. Wtedy:

Dodaj go do rozwigzania,

Przejdz do komérki DP[i-1][j - w_i] (gdzie w_i to waga wybranego przedmiotu).

Powtarzaj krok 2,az dojdziesz do i=0 lub j=0.




Ztozonosc wynosi O(n-W), gdzie n to liczba
przedmiotow, a W to maksymalna waga.

Ztozonosc pseudowielomianowa

Problem w tym,ze W nie jest rozmiarem
danych wejsciowych, ale ich wartoscia.
Jesli wage zapiszemy w systemie
binarnym,to je] reprezentacja wymaga
tylko log,(W) bitow. Zatem:

Rozmiar danych wejsciowych:liczba bitow
potrzebnych do zapisu Wtolog W.

Ztozonosc O(n-W) jest wyktadnicza

wzgledem roz

danyvch** (bo W.rosnie



Tablica dynamiczna dla problemu plecakowego

o - 0 0 0 0 0 0 0 0 0
— - 0
>
@]
EN' 0
©
]
£
[a
m - 0
< - 0
{ 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pojemnos¢ plecaka (w)

Przedmiot Waga Wartos¢

1 1 8
2 3 4
3 4 5
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Problem plecakowy w
Kryptografii

Szybko rosnace ciagi

Jj—1

Z al.<ajdlaj:2,3,. ..,n

1

2,3,7,14,27

System kryptograficzny Merklego Hellmana, do roku 1982 uwazany byt za
najlepszy system o tzw. kluczu publicznym

Zatbzmy,ze a,,..a_jest szybko rosngcym ciggiem liczb naturalnych (klucz
prywatny). Niech m bedzie liczbg naturalng wiekszg od 2a_. Wezmy dowolng
liczbe catkowitg nieujemna w wzglednie pierwsza z m i utworzmy ciagg b, b

1 =2
..b_biorac wa,wa,,..,wa mod m (tzw.klucz publiczny).




Generacja kluczy

* Alicjageneruje klucz publiczny i klucz prywatny, ktore zostang uzyte do procesu
| szyfrowania.

* 1Alicjawybieraliczbe catkowitg n, ktora jest ustalonajako parametr systemowy.

* 2 Alicjawybierawektor superrosnacy (b1, b2,...,bn)i modut M taki,ze M >bl+ b2
+ ...+ bn.

* 3Alicjawybieralosowgliczbe catkowitg W ,1<=W <=M -1, taka,ze NWD(W ,M) =
1

* 4 Alicjawybieralosowa permutacje rtnaliczbach catkowitych 1, 2, ..., n.
|+ 5Alicjaoblicza ai = Wb (mod M)dlai =12, ...n.

* 6 Alicjapublikuje PK =(al a2, ...,an) tzw. klucz publiczny. Alicja utrzymuje w
sekrecie SK = (11, M, W (b1, b2, ...,bn)) tzw. klucz prywatny




Algorytm szyfrowania

Bob chce zaszyfrowac wiadomosSc | wystac
do Alicji.

1Bob otrzymuje klucz publiczny PK = (a; az,
..oy @n).

2 Bob przyjmuje za wiadomosc¢ ciag
binarny m o dtugosci n,m = mimy...my.

3 Bob obliczaliczbe catkowitg c =
M 1a1M 2ap...Mnpan

4 Bob wysyta do Alicji kryptotekst c.




Algorytm deszyfrowania

Alicja po otrzymaniu kryptotekstu od Boba
chce odszyfrowac wiadomosC m z
Kryptotekstu c wedtug ponizszej
orocedury.

1Alicjaotrzymuje c,znaklucz prywatny

SK=(mt,M,W ,(by, by, ...,bn)) 1 naich
podstawie obliczad =W™c (mod M).

2 Alicja, by pozna¢ m uzywa algorytmu
rozwigzujacego problem plecakowy i
znajduje liczby catkowiteryry, ..., i €0, 1

-.—nlrl—m—-\l___n’*_-l-—lﬂ—b\— 1 1 7] ‘F\




*  Przedstawmy przyktad przebiegu kryptosystemu plecakowego Merkle-
Hellman’a. W przyktadzie uzyjemy sztucznie matych parametrow w celu
zapewnienia przejrzystosci rozwigzania i utatwienia obliczen.

* Generacjakluczy:

* Wybieramy liczbe catkowitg n = 6. oraz wektor superrosnacy (b1, b2,...,bn) =
(12,17, 33,74,157,316) i modut M =737 taki, ze

M >bl+b2+..+bn. Wybieramy losowa liczbe catkowitg W =635, 1<=W <=
736,takg,ze NWD(W , M) =1L Wybieramy losowg permutacje rtnaliczbach
catkowitych 1,2, 3,4,5,6,zdefiniowang

(1) = 3, 11(2) = 6, (3) = 1, T(4) = 2, (5) = 5, TI(6) = 4




* Publikujemy PK = (319, 196, 250,477, 200, 559) - klucz publiczny, a w sekrecie
utrzymujemy klucz prywatny SK = (mt, M, W (12, 17, 33, 74, 157, 316).

* Szyfrowanie:
* Chcemy zaszyfrowac wiadomos¢ m = 101101 Obliczamy zatem

c =319 + 250 + 477 + 559 = 1605

Przekazujemy do odszyfrowania kryptotekst ¢ = 1605.




Deszyfrowanie:

By odszyfrowaé¢ wiadomoS¢ m obliczamy d =W c (mod M) =136 i
rozwigzujemy problem plecakowy wektora super rosngcego i otrzymujemy.
W-tjest tzw. modularng odwrotnoscig muliplikatywnag, ktérg mozna znalezc
przy uzyciu rozszerzonego algorytmu euklidesa.

136 = 12r1+ 1/7r2 + 33r3 + 74r4 + 157r5 + 316r6.

Uzyskujemy

136 =12+ 17 +33+ 74

Mamy zatem

rl1=14,r2=4,r3=4r4=1r5=0,r6=0.

Stosujemy teraz permutacje 1ti otrzymujemy kolejne bity wiadomosci:
M1l=r3=1m2=r6=0,m3=r1l=1

m4=r2=1m5=r5=0,m6=r4=1




Zagadnienie pokrycia

Niech M={12....m} bedzie zbiorem bazowym i niech P={P,P;,...,P.} bedzie rodzing
podzbiorow zbioru M (P,CM).

Rodzina Q=P stanowi upakowanie zbiorow, jesli wszystkie elementy Q sgwzajemnie
roztaczne. Jesli upakowanie zbiorow pokrywa wszystkie elementy zbioru bazowego M
to nazywa sie go rozbiciem. Pokryciem zbioru jest podrodzina, ktora pokrywa wszystki
elementy M (sktadniki nie muszag by¢ roztgczne).

Niech ¢ bedzie nieujemna funkcjg wagowa (wektorem), okreslong na N={12,....n}
tzn. kazdy podzbior P, moze kosztowac (dawac zysk).

Zagadnienie upakowania (SP) zbioru polega na znalezieniu upakowania o maksymalne
wadze,

zagadnienie rozbicia (SPP) zbioru polega na znalezieniu rozbiciao minimalnej wadze,

Zagadnienie pokrycia zbioru (SC) polega na znalezieniu pokrycia o minimalnej wadze.

Zagadnienie pokrycia moznarowniez sformutowac jako specjalne zagadnienie progran

catkowitoliczbowego.

Niech A=[a;] bedzie macierzgincydencji (wymiaru mxn),reprezentujgca elementy pod:
zbioru P. Kazdy wiersz odpowiada elementom zbioru M, kolumna odpowiada elemento
rod2| ny P. Elementy aij mogq przyjmowac wartosc 0 1. N1ech Ri oznacza i- ty w1ersz
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Wowczas zagadnienia pokrycia mozna sformutowac nastepujgco:

Znalez¢ maksimum ¢ x
przy warunkach Axs<e
(SP) xj:01ub1,]:1,2,...,n
Znalezé minimum ¢l x
przy warunkach Ax=e
(SPP) x;=0lub1,j=1,2,..,n
Znalez¢ minimum ' x
Ax=e
rzy warunkach
(pSC;/ x;=0lub1,j=1,2,..,n

Gdzie ejest m-wymiarowym wektorem 1




Zastosowanie
przyktady

Zagadnienie planowania lotow personelu lotniczego. Linia lotnicza opracowuje plan lot
anastepnie przydzielany jest personel latajagcy do kazdego lotu. Przydziaty te musza by
zgodne z licznymi ograniczeniami,alinie lotnicze dgzg do zminimalizowania kosztow.
Plan lotow moze by¢ wykorzystany do wygenerowania wszystkich mozliwych rotacji.

Kazdej rotacji mozna przydzieli¢ koszt obstugi,w zwigzku z tym zagadnienie polega na
podziale wszystkich lotéw narotacje, ktérych sumaryczny koszt jest minimalny. W tyn

przypadku zbior bazowy sktada sie z lotéw, arodzina podzbioréw P ze wszystkich
mozliwych rotacji.

Projektowanie obwodow potgczeniowych. Dany jest zbior k symboli 0,1 i jeden binarny
symbol na wyjsciu, ktorego wartosc¢ zalezy od 2% mozliwych wektorow danych. Podana
Jest funkcja przetaczajaca lub rownowazna tablica logiczna, ktora podaje wartosc¢
wyjscia dla 2¥ mozliwych wektorow. Zagadnienie polega na zbudowaniu najtanszego
Obwodu, ktory realizuje funkcje i sktada sie tylko z bramek "and” lub ,or”.
Zagadnienie testowania. Polega na znalezieniu najtanszego zbioru testow, ktéry bytby
zdolny do wykrycia btedow w sieci. Test odpowiada Sciezce w sieci i moze wykryc¢ tylko
btedy w wierzchotkach znajdujacych sie na tej sciezce. W zwigzku z tym zagadnienie
polega na znalezieniu optymalnej rodziny sciezek pokrywajacych wszystkie wierzchotki
sieci.



Metoda przegladu posredniego
dla
agadnieniarozbicia zbioru

Niech Yozn zarozwigzanie czesciowe tzn. zaden element M nie jest pokryty wiecej n
jedng kolumna Y. Algorytm sktada sie z dwu gtownych ruchow:do przodu i do tytu. Ruc
do przodu powieksza biezgce rozwigzanie Y o kolumne, ktora byta juz przetestowana
ze wzgledu na dopuszczalnosc¢ i dominacje a potem przenosi poszukiwanie na nastepn
kandydata do wigczenia. Ruch do tytu nastepuje, gdy rozwigzania czesciowego nie daje
sie juz powiekszy¢ do rozwigzania dopuszczalnego. Usuwana jest z Y ostatnio dodana

kolumnai szukana jest nastepna kolumna dopuszgzalna.
11 0 0 0
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OO R, O, OO OoCO0o
O Rr O O OO oo
_ o O OO o oo

m=9,n=11,h" =(3,3,1,2,2,2,3,3,2,1,1)

Niech B;i bedzie podzbiorem kolumn, ktore majg pierwszy niezerowy element w wiers;




Jesli Y={1} to element 4 nie moze by¢ pokryty zadng z kolumna z blokow By (k>=2). Jesli
Y={2,4}to element 6 nie moze by¢ pokryty zadng z kolumnag z blokéw By (k>=5).
Podczas rozwazania kolumn C;, test dopuszczalnosci sprawdza czy nie C nie ma jedyne
w miejscach, ktore wystepujg w istniejgcym rozwigzaniu czesciowym Y.
W celu szybkiej eliminacji pewnych rozwigzan, gdy znalezione zostanie rozwigzanie
dopuszczalne,woéwczas jego koszt moze by¢ uzyty do eliminacji pewnych rozwigzan
czesciowych, ktdre nie sgw stanie polepszycC najlepszego rozwigzania biezacego. Niecl
c(Y) oznacza koszt rozwigzania czesciowego Y, niech c°! bedzie kosztem najlepszego
rozwigzania biezgcego. W takim przypadku mozna nie rozwazac¢ kandydatow C ktorzy
spetniajg nastepujgca nierownosc.

c(Y)+c=c™

Przypusémy, ze kolumnag, ktora ma by¢ dodana do rozwigzania czesciowego jest jedna
z kolumn C,, G4, ..,C,. Niech m(Y) oznacza liczbe elementow nie pokrytych rozwigzani
Ytj.m(Y)=m-|M(Y)|. Kazde dopuszczalne powiekszenie rozwigzania Y odpowiada
rozwigzaniu dopuszczalnemu zagadnienia:

n
Zr:z ijj
j=r

Z hjyj:mr(Y),yj:01ub1,j:r,r+ 1,...,n
j=r



Tak naprawde chcemy wiedzie€ czy rozwigzanie powyzszego problemu spetnia nierow
c(Y)+ z¥=c™

Jesli tak to dalsze ruchy do przodu nie majg sensu i moga zostac zaniechane, nalezy wie
przystapic¢ do cofania sie. Poniewaz jednak znalezienie z optymalnego nie jest tatwe zan
tego trzeba dokonac oszacowania dolnego optymalnego z. Mozna skorzysta¢ z roznych
oszacowan w tym przypadku skorzystamy z oszacowania wyrazonego najmniejszym
stosunkiem ci/hi=min{c;/ h;: r<=j<=n}.
Niech

chr:min|cj/hj:r<j<n}dlar:1,2,...,n

mci:min{cj:jEBi]dlai:LZ,...,m

Jesli i jest pierwszym (najmniejszym) elementem nie pokrytym rozwigzaniem czescio
Y,i spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw to mozna natychmiast przejS¢ do cofe
c(Y)+me,=c™
c(Y)+m(Y)ch,=c™

Gdzie k jest wskaznikiem pierwszej kolumny w B;




Jesli mozliwe jest przeszukiwanie w bloku B; to opuszczamy takie kolumny Cj dlaktg
spetnione sg ponizsze warunki

c(Y)+c;=c™
c(Y)+c+(m(Y)=h )ch, >c™




begin
c” «inf ; nonfeasible ¢ true;
if nie istnieje wiersz zerowy then
begini, Y € B ;c(Y)e€0;m(Y)em;
FORWARDMOVE (Y ,1,i, j, move)
whilemove do
begin
repeat
repeat
znalez¢ kolumne C ;'(j'> j) w bloku B;, ktéranie pokrywa ponownierozwiqzaniaY i dlaktérejc (Y )+ ¢;'< ™
if kolumnatakanie istniejethen BACKWARDMOVE (Y ,i, j,move)
until(not move)V (C ' istnieje)
if C,'istniejeispetniawarunek 4then j < j'+ 1
until (not move) v ((C, 'istnieje) A(C ' nie spetnie warunku4 )
if (C,'istnieje) A(C " nie spetnia warunku 4)
FORWARDMOVE (Y, j',i, j, move)
end

end pierwotne zagadnienie nie ma wiersza zerowego
end




FORWARDMOMVE(Y , j, i, j, move)
begin
Y€YU(j,
c(Y)ece(Y)+c,;m(Y)em(Y)-h,
if m(Y)=0then
begin
nonfeasible ¢ false
uaktualni¢ naljepsze rozwiqzanie
BACKWARDMOVE (Y , i, j, move)
end
else
begin
znalez¢ najmniejszy nie pokryty element i
if biezqce nie pokryte elementy nie mogq by¢ pokryte kolumnami blokéw B, (1> i) then BACKWARDMOVE (T i, j, move)
elseif (warunek 1 lub2)then BACKWARDMOVE (Y ,i, j2, move)
else move «true
end
end

Procedura BACKWARDMOVE(Y,ijmove) przenosi poszukiwanie wstecz do pierwszego
Bloku B;, ktéry zawarty jest w rozwigzaniu czesciowym Y i ma niebadang kolumne C
Zmiennalogiczna move przyjmuje wartosc true, gdy kolumnataka istnieje i wartosc

false w przeciwnym razie




Przyktad

Po inicjalizacji zostaje wywotana procedura FORWARDMOVE. PrzydzielaY « {1}i
stwierdza ze nie mozna powiekszycC takiego rozwigzania czesciowego (element 4), dle
wywotana zostaje procedura BACKWARDMOVE. Nastepnie Y < {2}, kolejny ruch

Y « {24}, pierwszy test dopuszczalnosci ze element 6 nie moze zostac pokryty,wiec
jest ruch wstecz po czym w przod Y < {2,5}. Pierwszym nie pokrytym elementem jest
3,kolumna C6 jest dopuszczalnym kandydatem,Y < {2,5,6}. Plerwszym nie pokrytym
Elementem jest 5, ale jedyna kolumnaB5 jest niedopuszczalna nastepuje wiec cofniec
Y < {258}. Jedynym nie pokrytym ntem jest 81 mozna go pokryc kolumna Cy.

{256} © {2,5,8}

{2,5,8,10}

Po uaktualnieniu BACKWARDMOVE wraca do pierwszego bloku jednak Y < {3}jest
niedopuszczalny



Optymalizacja nieliniowa bez
ograniczen

Rozwazmy model liniowy z jednym wejsciem i jednym wyjsciem:
y=ax+b

gdzie x — sygnat wejsciowy, y — sygnat wyjsciowy z uktady, natomiast ai b sg niezna
parametrami modelu.

Niech bedzie dany ciag par liczbowych {x;yi} (i=1..., N)

Poszukiwane parametry a,b znajdowane sg poprzez minimalizacje funkcji

minf(a,b) Z —ax,—b
b) =1

(a,

Funkcja f(a,b) reprezentuje miare odchylen miedzy wyjsciem modelu i wielkoSciami
obserwowanymi. Jak widac¢ funkcja celu jest kwadratowa. Zaprezentowana metoda,
w ktérej minimalizowane sg odchylenie zadanych punktéw doswiadczalnych od
zaleznosci funkcyjnej nazywana jest metodg najmniejszych kwadratow.




W ogolnosci w optymalizacji nieliniowej celem jest znalezienie minimum funkcji wielu
zmiennych
minf(x),gdzief:R"> R'

XER"

Moznawyrozni¢ 4 rodzaje minimow: minimum lokalne, globalne, Sciste minimum |okal
Sciste minimum globalne.

Def. .
Punktx jest minimum lokalnym funkcji f w przestrzeni R", jezeli istnieje takie otocz
UCR" punktu ,ze f(x)?f(?c),VxEU
Def.

Punkt® jest scistym minimum lokalnym funkcji f w przestrzeni R", jezeli
istnieje takie otoczenie'UC R" punktu ,ze
f(x)>f(X),VxeU,x#X

Def.
PunktX jest minimum globalnym funkcji f w przestrzeni R", jezeli
f(x)=f(x),VxER"
Def.
Punkt jest scistym minimum globalnym funkcji f w przestrzeni R",jezeli
f(x)>f(X),V XxER", x#X

S — o e




Warunki optymalnosci

Warunek konieczny dla funkcji rozniczkowalnych

Tw.
Jesli* jest minimum lokalnym funkcji f, ktora jest ciagle rézniczkowalna w pewn)
otwartym otoczeniu punkf(u ,to pierwsza pochodnafw pun)f«:ie mawartosc 0

Vf(x)=0 warunek | rzedu

Jezeli ponadto funkcjaf jest dwukrotnie rézniczkowalna,to macierz drugich
pochodnych jest dodatnio okreslona

d"V’f(x)d=0,VdeR" warunek Il rzedu

Warunek dostateczny
Tw.
Niech funkcja f bedzie dwukrotnie ciggle rézniczkowalna w pewnym otoczeniu p
X spetnione sa nastepujace warunki
X =

d'V’f(x)d> 0,YdeR"(hesjan jest cisle dodatnio okreslony )




Wowczas punk& jest punktem écis’fAego lokalnego minimum funkcji f oraz w pewnym,
dostatecznie matym otoczeniu punktu prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

f(x)=f(%)+ c)llx—XIf

Punkty stacjonarne

Kazdy punkt lokalnego minimum funkcji ciggle rozniczkowalnej jest punktem
stacjonarnym minimalizowanej funkcji celu tzn. punktem w ktérym zeruje sie
pierwsza pochodna.

Niekazdyp '~ =~ - e - m!




W przypadku funkcji 2 krotnie rézniczkowalnych punkt minimum odpowiada dodatn
okreslonej macierzy hesjanu, punkt maksimum ujemnie okreslonej macierzy hesjanu
punkt siodtowy macierzy nieokreslonej.




Metody gradientowe

* Punktem wyjSciowym jest aktualne przyblizenie rozwigzania Xx.
* OkresSlenie kierunku poszukiwan dx.

* Znalezienie ax minimalizujacego f(a)=f(x«+adx) ze wzgledu na a
* Nowym przyblizeniem punktu optymalnego jest X=X+«

Poszczegblne metody roznig sie przede wszystkim: sposobem wyznaczania kierunku
poszukiwan d, wyborem sposobu minimalizacji kierunkowej i stosowanym kryterium ¢

Kierunki poprawy
Jest to kierunek wzdtuz ktérego, po wykonaniu przesuniecia z dostatecznie matym

dodatnim wspotczynnikiem, uzyskana zostanie lepsza czyli mniejsza wartosc

minimalizowanej funkcji
Zmniejszenie wartosci funkcji celu przy matych dodatnich przesunieciach moze wysta

fa)=Vf(x+ad,) d, Wynika z
rozwinieciaw
f(0)=Vf(x,) d<0 szereg

Taylora funkcji f(a)
Warunek ten definiuje kierunki poprawy. Mozna go zinterpretpyagdlgeenxgtrycznie w
Nastepujacy sposob:



Kierunek di tworzy z kierunkiem —V f(xx) kgt mniejszy lub rowny 90.
Jednostajne kierunki poprawy

Generowane kierunki sg jednostajnymi kierunkami poprawy gdy,we wszystkich iterac
metody kat @ miedzy wektorami —V f(xx) i dxjest katem ostrym,jednostajnie mniejszyr
od kata 90 tj. dla pewnego u>0

0<®k<%—u,Vk

Co mozna zapisac tak

(gk)Tdk

< —K, VK
lgullld, |

Dla pewnej statej k>0, g«=V f(xx). Rownowaznos¢ warunkow wynika z witasnosci funkc
Cosinus oraz zwigzku definiujgcego iloczyn skalarny wektorow

_<gk)Tdk:COS(®k)||gk||||dk||

Jednostajnosc kierunkow poprawy zapewnia zbieznosc algorytmu!




W celu zapewnienia zbieznosci metody wykorzystujacej pochodne konieczne jest
zachowanie wtasnosci jednostajnosci ale rowniez spetnienie odpowiednich warunkow
w minimalizacji kierunkowej.

Jesli funkcja celu jest rézniczkowalna, to doktadna minimalizacja wzdtuz kierunku ozn
punktu w ktorym zeruje sie pochodna kierunkowa

Vf(xk+ 1>Tdk:O

M etoda gradientu prostego

Najprostszg z metod gradientowych jest metoda najszybszego spadku, w ktorej kierune

dk:_vf<xk) Xk+1:Xk_avf(Xk)

T2

Powstajgcy zygzak jest skutkiem tego ze kazdy gradiel
Jest prostopadty do poprzednika

f(xk_avf<xk>>

af(xk_avf(xk»

0= P =Vf(x,—aV{(x))(=Vf(x))




M etoda najszybszego spadku

* Zacznij od dowolnego punktu xx k=0
* Wyznacz kierunek poszukiwania

dk:_vf(xk)

* Wyznacz dtugosc kroku

X+ 1:Xk_akvf(xk)

Sprawdz czy punkt x***jest optymalny. Jezeli tak to koniec, jezeli nie zwieksz numer
iteracji k=k+1iidz do kroku 2
Przyktad

Punkt startowy (0,0) FX)=X,— X, 2% X, %X, 4 X,

f'(X): 1+ 2%*Xx, _ 1 ]
—1+4 2% x,+2%x,| |—1
f(x,—af'(0))=—o—0a—2*%a’+a’=—a’—2*a

t
a®?'=—1

X1:X0+aopt*f '(Xo):

i




Kryterium stopu

1Zmiana wartosci funkcji celu w kolejnej iteracji jest wystarczajgco mata

<81

|f(xk+1>_f<xk>
f(xk)

2 Pochodne czagstkowe sg wystarczajgco mate

of

_< 82
0 X,

1

3 Zmiana potozenia punktu jest wystarczajgco mata

Xk+ 1
Xy

<83

Wady metody:wolno zbiezna, szczegdlnie w poblizu punktu optymalnego (wtedy gra
jest maty).




Zbieznosc¢

Jezeli zastosowac metodg najszybszego spadku do minimalizacji funkcji kwadratowe
0 Scisle dodatnio okreslonej macierzy drugich pochodnych,to moznatak dobrac punk
poczatkowy xo,ze nastepujace oszacowanie moze byc spetnione rownosciowo

f(xi+1)_f<5‘)<

Gdzie x jest punktem optymalnym, Ana jest najwieksza wartoscig wtasng, a Amin N@jmnie;
wartoscig wtasng. Oznaczato, ze szybkosc zbieznosci metody jest liniowa. Wspotczynnik
zbieznosci

1>
> | 1——
}\‘max_)\min — K d . K_kmax
}\’max+ }\‘min B 1 g #1e - 7\‘min

1+ —

Zbliza sie do wartosci 1, gdy zwieksza sie wskaznik uwarunkowania zadania K. Metoda |
tym wolniejsza im gorszy jest wskaznik uwarunkowania.




Metoda Newtona

f(xk+1> f(xk>+vf(xk)<xk+1 xk>+%(xk+1_xk>Tv2f(xk)(xk+1_xk)

W punkcie optymalnym zadamy aby pochodna bytarowna zero

Vf(xk)-l-vzf(xk)(xk+1_xk):O

Vf(xk)

X =y — Viix,)
k+1 k sz(xk)

V2f(xk>

czyli d,=

Jesli macierz V3 (x«) jest dodatnio okreslonaw otoczeniu minimum lokalnego. Metod:
Newtona jest wiec dobra wtedy kiedy punkt startowy jest w poblizu minimum lokalne
I Pozatym metodajest b{ard7n knsztowna nhllr‘7pn|n\/\m O(n3)

[%x—1.37638, v = 1.67867

[3teps = 4, Function — 89, Gradient — 26, Hessian - 5}




Zbieznosc¢

Jesli minimalizowana funkcjajest dwukrotnie rézniczkowalna (w sposob ciggty) , elem
Hesjanu spetniajg warunek Lipschitzatzn.istnieje stataliczbowa K taka ze

G(x)-Gly)l<K[x-yll

Dla wszystkich xi y,w pewnym otoczeniu punktu optymalnggo ,macierz

Jest scisle dodatnio okreslonai punkt poczatkowy x°jest dostatecznie blisko punktu
optymalnego,to metoda Newtona jest dobrze okreslona dla wszystkich k i zbiega do
punktu optymalnego z szybkosSciag drugiego rzedu (kwadratowa). Jesli odlegtos¢ od
punktu optymalnego jest rzedu 102,to w nastepnej iteracji mozna oczekiwac, ze
odlegtosc ta bedzie rzedu 104, czyli mozna uzyskacC w przyblizeniu podwajanie sie
doktadnosci w kolejnych iteracjach.




Metody quasi-newtonowskie

W metodach quasi-newtonowskich kierunek poszukiwan wyznaczany jest podobnie jé
w metodzie Newtona

dk:_Hkvf(xk)albOdk:_Bglvf(xk)

Gdzie Hi jest aproksymacjg odwrotnosci hesjanu minimalizowanej funkcji w punkcie
Natomiast B« aproksymacja samej macierzy pochodnych w punkcie x*.

Po wyznaczeniu punktu x..; modyfikuje sie odpowiednio macierz Hy (B«), wykorzystu;
przyrosty zmiennych si=xi+1-Xx oraz pochodnych ri=Vf(x«.)-Vi(xx). Modyfikacja polega
na dodaniu do poprzedniej aproksymacji odpowiedniej poprawKi

H, =H+U,

Poprawka Uy jest konstruowana w taki sposob, by kolejna macierz Hy.: (Bk+1) Spetniate
tzw.warunek quasi-newtonowski.

H, r=s, B, s=r,




A —————= e —
Najpopularniejsze metody

obliczania przyblizen |

(Sk_Hkrk)(Sk_Hkrk)T

Metoda Wolfe'a, Broydena, H, =H, +

Davidona (si—Hr) 1,
(Sk_Hkrk> T
Metoda Broydena H, ,=H+ B
k" k

(Sk's:) (Hkrk)(Hkrk>T

Metoda BFGS Hy,,=H+———— T
S.T r.H,r,

{{_2., [z 1.37638, v = 1.67862811,

v s ' =
s}
LE;

[3teps = 9, Function — 13, Gradient = 13}, [
14

12}

1ok : : ]
0E 10 12 14 16




Metody sprzezonych kierunkow

Kierunki
dd,d,..,d, d+#0

n’ i

Sa Gsprzezone (ortogonalne) wzgledem symetrycznej, Scisle dodatnio okreslonej
macierzy G, jesli

d;Gd . =0,Vi+#]

Zatézmy ze chcemy znalez¢ minimum formy kwadratowej

F(x):%xTGx—bTx

Poniewaz macierz Gjest nxn,dodatnio kreslona to wektory sprzezone sgliniowo niez
Jezeli by tak nie byto tzn. ze

o,d +o,d,+..+o,d =0;0,=0

a,d Gd.=0

Tymczasem z definicji dodatniej okreslonoscid; Gd> 0czyli 0,=0

Q




Po co Gortogonalnosc¢?

Zatézmy,ze mamy zbidr wektorow Gortogonalny,woéwczas rozwigzanie minimalizacy]|
naszej formy kwadratowej mozemy zapisaC w przestrzeni rozpietej przez te wektory

opt _
X _a1d1+ az d2+ ...+ andn

Fla)=3 (x, +ad, ) G(x, +ad, )b (x, +ad, )

Stad

Catkowita optymalizacja musi zajeC tylko n krokow, w kazdym

¥

-

wymiarze tylko jeden kre

A wiec majac kierunki sprzezone w tatwy sposéb mozemy wyznaczy¢ optymalne rozwi:

pozostaje tylko znalez¢ te kierunki ).

Wszystko czego potrzebujemy to metoda pozwalajgca generowac kierunki ortogonalne,
metoda ta nazywana jest ortogonalizacjg Grama-Schmidta. Pewng wada jest to, ze mus:
by¢ pamietane wszystkie poprzednie wektory! Ztozonos¢ wygenerowania wszystkich

wektorow jest O(n3).




e

Ortogonalizacja Grama-Schmidta

)
)

<}

<

{
(

u

proj.v=

et
<l

-

u,=v,

Uy=V,— Proj; v,

U3=V3— proj; V3— Pproj; vs

k-1
Uy =Vi— Z proj; vy
—




Metoda sprzezonych gradientow

Dla formy kwadratowej F(x):%xTGx—bTx
X =x—od o= g: 9,
I+1 7 M i I leGdl
g=Gx,—b

d,,=—g-+ Z Brd,
k=0

Zeby wyznaczy¢ parametr beta wystarczy pomnozy¢ réwnanie

diT+1Gdj:_giTGdj+z BkidZGdj
k=0
T T
0=-g; Gd;*p;d; Gd,
giTGdi
Bis1=Pi="7
d Gd.

W przypadku gdy mamy do czynienia z funkcja, ktéra nie jest kwadratowa, moze bycC o
lokalnie aproksymowana przez funkcje kwadratowg




Istniejginne metody wyznaczania parametru beta

T
Metoda sprzezonych gradientow B.= gi+;gi+1
W wersji Fletchera-Reevesa 9: 9
T
Metoda sprzezonych gradientow ﬁi:(g”l_f]i) 9i+1
W wersji Polaka-Ribiere'a 9: 9

Trudno wskazac jakieS argumenty przemawiajgce za wyborem, ktoregos z podanych
wzorow. W praktyce podane wzory sg rowno czesto stosowane.

Testy zatrzymania algorytmu

* Przyblizona stacjonarnosc rozwigzania.

lgi|=e

W teScie nie wiadomo jak wybrac prog, moze tez nie sprawdzic sie w zadaniach zl
uwarunkowanych




* Tzw. test praktyczny
|in+1_xji|< EjIUb

fi— 1< €

* Ocena przewidywanej zmiany wartosci funkcji f np.. wyrazona wzorem

%giTHigi< €

Gdzie H jest aproksymacyjng odwrotnoscig hesjanu.

Ztozonos¢ algorytmu O(mvk) ,gdzie m liczba niezerowych elementéw macierzy G

Teoretyczne wyniki dotyczace zbieznosci metody i jej szybkosci nie gwarantuja dobre

dziatania w praktyce poniewaz:

* Same rezultaty teoretyczne nie dajg petnej gwarancji akceptowalnego przebiegu
realizowanego algorytmu

* W rezultatach teoretycznych pomijany jest zazwyczaj wptyw btedow zaokraglen

* Typ zbieznosci zwigzany jest z asymptotycznymi wtasnosciami metody, a o praktyc.
skutecznosci decyduje zwykle jego zachowanie poczatkowe



Metody bezgradientowe

Typowym za%o%enlem la metod bezgradientowych jest zatozeniu o unimodalnosci
funkeji | flx+ad

Funkcja jest unimodalnaw przedziale [a,b] tzn.istnieje punkta,b] taki ze

jeslia,< o, o, a,€|a,b]wéwczas
fa,)> flo,)dlac,< &
fay)< floy)dlac,> &

Czyli w przedziale [a,b] musi istnieC jedynie sciste minimum, a ponadto nalewo od teg
punktu funkcja musi by¢ malejgca a na prawo rosnaca.




Bezgradientowa metoda ztotego
podziatu

Ztoty podziat (tac. sectio aurea), podziat harmoniczny, ztota proporcja, boska
proporcja (tac. divina proportio) — podziat odcinka na dwie czesci tak, by
stosunek diugosci dtuzszej z nich do krotszej byt taki sam, jak catego odcinka do
czesci dtuzsze).



http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%81acina
http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%81acina
http://pl.wikipedia.org/wiki/Odcinek

Bezgradientowa metoda ztotego
podziatu

Metoda ta opiera sie na zasadzie, ze w kazdej iteracji podprzedziat zawierajacy
poszukiwane minimum bedzie sie zmniejszat o staty wspotczynnik oraz jeden z dwu
pomocniczych punktéw wewnetrznych, ktére sg wykorzystywane, zostaje zachowany
w kolejnegj iteraciji.

Inicjalizacja Wybierz dopuszczalng doktadnosc¢ koncowag €>0. Niech

a§=b1—r(b1—a1):a1+(1—r)(bl—al)
as=a'+t(b'—a')
gdziet=0.618
Obliczf(a)if (o)

Krok gtéwny
1Jeslib*—a"< e » STOP
w przeciwnym przypadku , jesli:
f(aX)> f(0l)idz do kroku 2
f(of)<f(os)idz dokroku 3




k+1 k k+1 k
2)d* =0k, b =b

k+1_ k

1 T2

k+1 k+1 k+1 k+1
o, '=a +t(b"—a™)

Oblicz F (a*)idZ do kroku 4

3)ak+1:ak ’ bk+1:OL§+1
et
al;+1: ak+1+(1 _T)(bk+1_ak+1)
Oblicz f (o) idZ do 4

4)k=k+1,wréc¢do1

Zbieznos¢ metody jest liniowa. lloS€ iteracji N potrzebna do zawezenia
przedziatu poczatkowego [a,b] do zadanej doktadnosci wynosi:

N=log,

€
b—a




Bezgradientowa metoda
aproksymacji kwadratowej

W kazdym kroku wykorzystuje sie informacje o wartosciach funkcji f(xx+ady)
w trzech punktach f,, fp, fc w punktach aa, o, Q. takich ze

o< 0,< O,

Do budowy aproksymacji parabolicznej mozna zastosowac rozne metody, jednak bar
Wygodnie jest zastosowac interpolacje Lagrange'a postaci

(a—ay)la—a,)  (a—a)la—a)  (o—a,)(a—o)

+fb( +f

ab_aa)(ab_ac) C(ac_aa)(ac_ab>

o(a)=f

o= (e, —a)

d
Kolejny punkt wyznacza sie z warunku ekstremum dla funkcji (pg%ﬂ)

-
2

m

(o= )f o+ (oc—ag)fot (ag—ap)f
o, — O

( c)fa+ (ac_aa)fb+ (aa_ab>fc




Metoda sympleksu Neldera-
Meada

Simpleks w N wymiarowej przestrzeni ma N+1wierzchotkow.
Wybierz y>1, Be(0,1) oraz parametr zakonczeniae.

Znajdz najgorszy punkt xw, najlepszy punkt xb oraz drugi w
kolejnosci Xm. Oblicz punkt Wz&‘llegelm ktorego bedziemy odbijac xw

Xc:F Z X;

i=1,j#h
Oblicz punkt odbicia X;=2X¢-Xw. Ustal Xnew=X:

Jesli f(Xr)<f(Xb) Xnew=(1+Y)Xc-YXw (EKSpPansja)
Jesli 1(x;)>=f(Xw) Xnew=(1-B)X.+Pxw(kontrakcja)
Jesli f(Xm)<F(Xr) <t (Xw) Xnew=(1-)Xc-BXw
Wymien Xw Na Xnew
Zakoncz jesli ~ 5

J 2 (Flx)=f(x))|?

-
: <€




Algorytmy genetyczne

* Tworcg algorytmu jest Holland (1962).

* Sg oparte namechanizmach doboru naturalnego i dziedziczenia.

* Niewymagajgliczenia gradientu,awiec nadajg sie do funkcji nieciggtych
* Nalezg do metod stochastycznych

* Bardzo tatwe do implementacji

*Latwe do zrownoleglania

Metody ewolucyjne powstaty w celu znajdowania przyblizonego rozwigzania problemi
optymalizacyjnych w taki sposob, by znajdowa¢ wynik w miare szybko oraz unikngé¢
lokalnych minimoéw.




Podstawowe pojecia

* Populacja — zbior osobnikow (jednostek) o okreslonej liczebnosci, ktorych
przystosowanie do srodowiska jest okreslone.

» Osobniki populacji w algorytmach genetycznych to zakodowane w postaci
chromosomow zbiory parametréw zadania, czyli rozwigzania, okres$lane tez jako
punkty przestrzeni poszukiwan.

« Chromosomy — inaczej tancuchy lub ciagi kodowe — to uporzadkowane ciagi
genow.

 Gen — nazywany tez cecha, znakiem, detektorem — jest to pojedynczy element
genotypu,w szczegolnosci chromosomu.

» Genotyp, czyli struktura - to zespot chromosomoéw danego osobnika.
Osobnikami populacji mogg by¢ genotypy albo pojedyncze chromosomy.

* Fenotyp - zestaw wartosci odpowiadajgcy danemu genotypowi, czyli
zdekodowana struktura. Jest to zbior parametréw zadania (rozwigzanie, punkt
przestrzeni poszukiwan).

* Allel to warto$¢ danego genu (okreslanatez jako wartoS¢ cechy lub wariant
cechy).

* Funkcja przystosowania (ang. fitness function) nazywana tez funkcjg
dopasowania lub funkcjg oceny. Stanowi ona miare przystosowania
(dopasowania) danego osobnika w populacji.

» Generacja — to kolejnaiteracja w algorytmie genetycznym.



Algorytmy genetyczne

Zatézmy,ze mamy czarng skrzynke z piecioma przetgcznikami nawejsciu. Nawyjsciu
natomiast odbierany jest sygnat f, ktory jest jakgs funkcjg stanu przetacznikdw wejsciov
Zadanie polega natakim ustawieniu przetacznikéw, aby uzyskac najwiekszy mozliwy pc
sygnatu f.

Zakodujmy stany przetgcznikow np. w postaci ciggu binarnego o dtugosci 5,w ktorym 1
oznacza przetgcznik wigczony, 0 wytgczony. Czyli 11000, oznacza ustawienie 2 pierwszy
przetagcznikow na witgczony a pozostate zera na wtaczniki wytgczone.

Algorytm genetyczny startuje z poczatkowej populacji ciggow kodowych a nastepnie ger
kolejne populacje.

Poczatkowa populacja generowana jest losowo i niech wyglada tak:

10101

00001

10000

11000

W algorytmie genetycznym kolejne populacje generowane sg poprzez zastosowanie
nastepujacych operaciji:

1) reprodukcja
2) krzyzowanie



Metody kodowania

Kodowanie binarne

0 0 1 0 1 0 0 1

T T
Cecha Cecha
ko.dowanlg na kodowana na
te.J pozycl! tej pozycji
nie : wystepuje
wystepuje W

Allele wsz gtklch genow w chromosomie sgrownie O lub L rozwigzaniu

rozwiazaniu

Kod Graya

Jest alternatywa dla kodowania binarnego, charakteryzuje sie tym ze chromosomy
odpowiadajgce dwom kolejnym liczbom catkowitym réznig sie jednym bitem.




Zamiana binarnego na Graya
g:=b;
for(k=2;k<m;k++)

gk=bk-1 X0r by

0

Gray
000
001
011
010
110
111
101
100

~Nooou b WNEOOD

Kodowanie logarytmiczne

Zamiana Graya nabinarny
b:=g1
for(k=2;k<m;k++)

. byx=gx xor by
Binary

000
001
010
011
100
101
110
111

Ten sposob kodowania jest stosowany w celu zmniejszenia dtugosci chromosomu. W
kodowaniu pierwszy bit chromosomu oznacza znak funkcji wyktadniczej, drugi znak
wyktadnika funkcji, pozostate natomiast sg reprezentacjg wyktadnika funkcji.

Kodowanie catkowitoliczbowe (permutaacyjne)

Chromosom to ciagg liczb catkowitych, czesto permutacja
Zastosowanie: Problemy kombinatoryczne, np. problem komiwojazera (TSP),

Przyktad:[3,1,5, 2, 4]

Kodowanie rzeczywiste (real-valued / float)

Geny to liczby rzeczywiste

Optymalizacja funkcji ciagtych, np. w inzynierii, Al



Kodowanie symboliczne (alfa-numeryczne)

Geny to znaki, stowa, wyrazenia
Zastosowanie: Ewolucjajezyka, programowanie symboliczne, np. genetyczne programow
Przyktad: ['A","B","+","C"] - np.jakowyrazenie matematyczne

Kodowanie drzewiaste (strukturalne)

Rozwigzania majg postac drzew sktadniowych

Zastosowanie: Genetyczne programowanie (Genetic Programming, GP)
Przyktad: drzewo reprezentujace funkcje: f(x) = (x + 3) * sin(x)

Kodowanie wielochromosomowe (multi-chromosome)

Osobnik makilka chromosomow, kazdy reprezentuje inny aspekt rozwigzania
Zastosowanie: Ztozone problemy (np. projektowanie systemow, koewolucja)
Przyktad: osobnik =[chromosom A,chromosom B,chromosom C]

Goldebrg o kodowaniu:

W pewnym sensie wybor kodu dla zadania rozwigzywanego przy uzyciu algorytmu
genetycznego nie stanowi zadnego problemu, gdyz programista jest ograniczony gtowni:
swojg wtasng wyobraznia.(...) Patrzac z innego punktu widzenia, ta swoboda wyboru star
watpliwe btogostawienstwo dla niedoswiadczonego uzytkownika; widok catych szeregos
mozliwvch sposobdw kodowania moze zarowno-dodawacé otuchv. jak i oszatamiac”.



Reprodukcja
Proces w ktorym elementy populacji zostajg powielone w stosunku zaleznym od wartos
jakie przybiera funkcja celu f (funkcja przystosowania) inaczej mowigc przezywaja najle

Wgéﬁoﬁ%\%ﬁg&za dopasowanie i-tego osobnika, wowczas do reprodukcji i-ty osobnik
wybrany zostanie z prawdopodobienstwem p;

_ |
p

2.1

Rodzaje selekcji:turniejowa, rankingowa, elitarna itp.

Selekcja turniejowa

Polega nalosowym wyborze z catej populacji kilku osobnikéw, a nastepnie z puli wybr
osobnikow wybierany jest ten, ktory jest najlepiej przystosowany. Cata procedura
powtarzana jest tak dtugo az osiggnie sie zadang liczbe osobnik éw.

Selekcja rankingowa

Osobniki sg sortowane wedtug fitnessu i przypisywane im sg szanse selekcji na podste
pozycji w rankingu, nie samej wartosci fitness.

Selekcja elitarna

W selekcji elitarnej do nastepnej populacji zawsze kopiowany jest najlepszy osobnik, |
najlepszych osobnikéw. Selekcja tego typu nie jest samodzielna, musi towarzyszyc inr
typowi selekcji. Chroni najlepsze rozwiazania przed zniknigciem jednak moze prowad



Selekcja typu ruletka

Kazdy osobnik ma szanse na wybor proporcjonalng do swojego przystosowania (fitnes

Przypusémy, poszczegolnym ciggom kodowym z populacji odpowiada sektor kota ruIe
owvmiarze nronorcionalnvm do nrzvstosowania _Dla kazdeao cian kndowego mozerr

Wy Nr Ciag kodowy Przystosowanie %catosci
1 10101 441 34.6
2 00001 1 0
3 10000 256 20.1
4 11000 576 45.2

tacznie 1274 100




Krzyzowanie proste (jednopunktowe)

W pierwszej fazie kojarzymy w sposob losowy ciagi z puli rodzicielskiej w pary.

Kazda para

przechodzi proces krzyzowania: wybieramy w sposéb losowy pozycje k naciggu

kodowym (sposrdd |-1pozycji,gdzie dtugosSc ciggu), nastepnie zamieniamy

miejscami

wszys%@ bnaki_od pozycii kﬁo I w+a}:%9%w obu elementach pary.
krzyzowanie

11000 11001

rodzice dzieci

W wyniku krzyzowania moga powsta¢ nowe ciggi wchodzgce w sktad nowego pokolen
Wystepujerowniez inne typy krzyzowan: krzyzowanie dwupunktowe, krzyzowanie
wielopunktowe.

1010 11100
krzyiowan}
1100 10001




Reprezentacja problemu

Moznauzyc¢ dowolnej reprezentacji genomow. Holland w swych pracach stosowat
reprezentacje tancuchowa, ale mozna uzyc¢ dowolnejinnej, macierzowa, listy, drzewa.
To co jest absolutnie konieczne to to, ze kazda reprezentacja musi miec¢ zdefiniowane
operatory krzyzowania, mutacji.

AN

Mutacja




P o

Mutacja

10101 Mutacja > 100 01

(S
D DDA D OO OO DD
O 00.@0..006

@@0’00000000009

N

©

(PO OO DO OO D)

"~ —

[01) Replacement

(D) Random swap

(c) Adjacent swap

(d) End-for-end swap

(&) Inversion

[f) Deletion

—— e ———



Przykiad skutkow dziatania
operacjl krzyzowania

kodowanie chromosomu
ksriat ngon «plor pletwy pigtwy zeby wasy
dolne géme
l | | ] | | ] |
P - padhuiny M- maly (- czerwony T-5 T-53 T-53 T-8
[ - okraghy 0- duty N- nisbiesk N-brak N- beak N-brak N - brak
1 - pelony
L - oy

PIM[CIT T N]N




Proces ewolucji
Populacia ryb Populacja po krzyEowaniu i mutacji
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Schemat tworzenia kolejnych
populacj

selekcja

| my | ——— my my |
[ my ] [ my my —3
[ m ! - my my 3
l g ) C g g )
| my | { msy m, ‘__]
[ my ] [ my .. )
| my ] { my my |

o] o g

3 : :
I Mg 1 - L™ Ting |

® t+1
populacja wejsciowa PO populacja przejéciowa P ® populacja potomna pi+1)



Algorytm genetyczny

1) Utworz losowa populacje zawierajgcg n chromosomow
2) Ocen przystosowanie kazdego chromosomu.
3) Utwdrz nowa populacje przez zastosowanie nastepujacych krokow:
* Selekcja - wybierz dwa chromosomy z populacji w sposob losowy, ale z
uwzglednieniem dopasowania
* Zwybranych chromosomow utworz 2 nowe poprzez zastosowanie operacji
krzyzowania
* Geny w chromosomie ulegajg mutacji z pewnym prawdopodobienstwem p
* UmieSC utworzone chromosomy w nowej populaciji
4) Sprawdz warunek stopu, jesli nie spetniony idz do punktu 2.




Punkt stopu:

1) Znalezione zostato rozwigzanie z satysfakcjonujgcg wartoscig minimalizowanej
(maksymalizowanej) funkcji.

2) Osiggnieta zostata ustalona liczba generacii.

3) Osiggniety zostat maksymalny czas.

4) Osiggnieto plateau tzn. nie nastepuje poprawa dopasowania.

Wady algorytmow genetycznych

1) Czeste wyliczanie dopasowania.

2) Lepszerozwigzanie mozna oszacowac tylko na podstawie osiggnietych dotychczas
rozwigzan

3) GA nie bardzo nadaja sie do problemoéw, w ktérych funkcja dopasowania matylko
dwie wartosci; dobrze, zZle.

4) Trudno jest znalez¢ jakies charakterystyczne problemy o ktorych wiadomo, ze tylko
przy pomocy GA mozna jerozwigzac. Sginne komplementarne metody optymalizac)
jak np.:symulowane wyzarzanie, algorytmy mrowkowe itp..
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&'& S5C — GA — Introduction
«~® Flow Chart for Genetic Programming
e
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&8
q‘\
oo
2°
3
o
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Q_(, Seed Population

Generate N individuals [aghtiiidld

Scoring : assign fitness
to each individual

MNatural Select two individuals
Selection (Parent 1 Parent 2)

Reproduction [EVET-El T AT T T-T =t e ] c
Recombination [Rael gl == i s ia il i rossover

Scoring : assign fitness Crossover
to off- springs Finished?

Survival of Fittest

MNatural
Apply replacement No .
operator to incorporate Selection
new individual into
population

Select one off-spring

Apply Mutation operator
Mutation to produce Mutated
offspring

Mutation Scoring : assign
Finished? fitness to off- spring

Fig. Genetic algorithm — program flow chart

—— e ———




Przyktad zastosowania AG (TSP)

Budowa chromosomu

112 3|4 5|6 |7




g —— —

Tworzenie poczatkowej populaciji Wartos¢ funkcji przystosowawczej
1 1523|476 158 795
2 57124 1/6 |3 80 873
3 1123|4567 185 768
4 416|713 |2|5 130 823
5 3|7, 1/4/5/2|6 400 553
953 3812

Tworzymy nowg generacje na podstawie ruletki




0.2014690451

Wybrane zostaty nastepujace pary:

(12) (2.2) (34) (35) (4.))




Teraz krzyzowanie

L N N
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( Inny sposob krzyzowgania (PMX) dla tego problemu:

152E3476 5171234/ 1|6
572F4163 115247 6|3
|
1
Teraz naotrzymanych potomkach dokonujemy mutacji
S
5/7124,1/6|3
>»

Dla otrzymanych potomkoéw wyliczamy funkcje przystosowaniai zaczynamy wszy
od poczatku

D L —— = —
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| Drugi przyktad dla GA
Hello world

—

, Generujemy populacje

Wartosc funkcji przystosowania

IQQte=Yggem# 152

! Crmt !grya+6 148
8ufxp+Rigfm*

b hpf"woljh| 140

Kdoit!wnsk_ ! 120

Gfnio!wnskd$ 24

14

| 0.0067567568
0.0071428571

0.0714285714
0.1419071327

N —eee

0.0476139333
0.0503347295

0.0083333333
0.0416666667

0.5033472953




Gfniomwnskd$
b‘hpftwoljh[
1
1

anio!wﬁ%kd$
Kdoit!wngk !
1

b hpf"wnskd$
Gfnio!woljh|

Kdoit!wnskd$
Gfnio!wnsk !

56
78

22
16







sg systemami opartymi na populacji

Wystepuje populacja mrowek,w ktorej kazda z mrowek,
ktora znajdzie rozwigzanie, informuje o tym pozostate




Mrowki sa wtasciwie slepe,amimotosagw
stanie znalezc¢ droge do pozywieniai z
powrotem do mrowiska. Jak to mozliwe?

Obserwacje zachowania mrowek staty sie
Inspiracja do powstania nowego typu
algorytmow zwanych mrowkowymi (albo
systemami mrowkowymi)

Algorytm mrowkowy powstat w 1996,
zostat wymyslony przez Dorigo, w chwili
obecnej jest wcigz intensywnie rozwijany



Czast w algorytmie mrowkowym jest
wielkoscig dyskretna

W kazdej chwili czasu mrowka
orzemieszczasie o odlegtosc d=1

Po kazdym ruchu mrowka pozostawia na
drodze jedng jednostke feromonu

W chwili t=0 nie ma na zadnej Sciezce
zadne] jednostki feromonu.



Wyjscie mrowki z mrowiska
Mrowka zostawia za sobg Slad feromonowy

Druga mrowkawychodzaca z mrowiska ma do wyboru
POjSC wiasng sciezkg albo po sladach feromonowych
poprzedniej mrowki,im silniejszy feromon tym wieksze
prawdopodobienstwo ze nowa mrowka wybierze tg
Sciezke

Silnv slad feromonowyv iest woweczas. qdy

s B y
O )
" "C M




F
1
1 D o5
E C
1 R 05
1
A
Zpunktu AdoF
wedruje 16

mrowek,z Fdo A
takze 16

W chwili t=1w punkcie Bi D znajduje sie 16
mrowek. W chwili t=2 w punkcie E znajduje sie
16 mrowek, natomiast w punkcie Di B 8 mrowek.

Na poszczegolnych krawedziach wystepuje
nastepujaca ,intensywnosg¢”

FD=16, AB=16, BE=8, ED=8, BC=16,CD=16




Interesuje nas eksploracja przestrzeni, a
nietylkowyznaczanie trasy

W zwigzku z tym mrowka wybierac bedzie
droge z pewnym prawdopodobienstwem,
ktore bedzie wprost proporcjonalne do
iIntensywnosci feromonow

Prawdopodobienstwo jest nie tyko funkcja
Intensywnosci feromonow, ale rowniez
tego co mrowka widzi

Sciezka feromonowa nie moze trwaé
wiecznie dlatego konieczne jest zeby

-Fnrnm NSNSV \ /7 hﬂv‘f\\nl"\l\l



Algorytm

procedure ACO
while(nie koniec)
Wygeneruj_rozwigzanie()
Odswiez_znaki_feromonowe ()
end while

end procedure




Algorytm mrowkowy dla
przypadku komiwojazera

Pojedyncze mrowki umieszczone sgw kazdym z miast.
(t=0),w czasie t+1 mrowki przemieszczajg sie do
kolejnego miasta

Kazdy z weztdéw grafu zawiera informacje o
Intensywnosci feromonow prowadzacych do tego miasta.

Niech Tj(t) oznacza intensywnosc¢ krawedzi (i,)) w czasiet

Gdy mrowka decyduje do ktdérego miasta powedrowac
robi to z prawdopodobienstwem, ktore zalezne jest od
odlegtosci do tego miastai intensywnosci feromonow na
krawedzi do niego prowadzacej

OdlegtosC do nastepnego miasta okreslana jest jako to co
widzi mrowka, nj, i zdefiniowana jest jako ¥ dij,



W kazde] chwili czasu nastepuje parowanie foromonow.
lloSC wyparowanego feromonu p, jest wartosScig pomiedzy
Oil

Azeby unikng¢ odwiedzania przez mrowke tego samego
miasta stosowana jest tablica Tabu

Tabuy jest listg miast dla k-te) mrowki, ktore zostaty przez
nig odwiedzone

Po kazdej turze intensywnosc feromonow na
odpowiednich sciezkach jest uaktualniana zgodnie ze
wzorem:

T (t+n)=(1-p) T;(t) + AT,

gdzie p wspotczynnik parowania feromonu
Q

AT =T, jeslikrawedz (i, j ) nalezy do trasy mréwki k

1j k
0w przeciwnym razie

Gdzie Qto pewna dobrana stata, zalezna od rozpatrywanego problemu, a L« to koszt
rozwigzania zwigzanego z mrowka k



Prawdopodobienstwo przejsciazi do |

T..Oto..B
— . Jezeli j¢& Tabu,

k__ a
Pi= Z Ty O

h&Tabu,

0

Gdzie sigmato parametr wskazujacy na atrakcyjnosc przejscia,w tym przypadku

zwigzana jest z odlegtoscig do rozpatrywanego miasta.
Parametry alfa i beta to parametry regulujgce waznosc intensywnosci feromonu

wzgledem atrakcyjnosci




-684347
0-45935
00-5632
000-821
0000-63
00000-2

Zaczynamy od tego,ze w kazdym miescie umieszczamy 1mroéwke i wyliczamy
prawdopodobienstwa przejscia dla wszystkich mrowek. Mrowka k znajdujgca sie
w miescie r wybiera miasto s zgodnie ze wzorem:

argmax [ (r u)|[n(r,u)lif g<q,

S=| u¢Tabuy,

S otherwise

Gdzie T(r,u) oznaczailos¢ feromonu na sciezce (r,u), natomiast n(r,u)=1d,, ,q jest
wartoscig losowg z przedziatu [0,]] z rozktadu jednostajnego, qo jest parametrem [0,1],
Sjest zmiennglosowa oznaczajgcg miasto, ktore zostanie wylosowane zgodnie ze
wzorem na prawdopodobienstwo(na poprzednim slajdzie).




Sciezka feromonowa tworzona jest lokalnie i globalnie tzn. po przej$ciu wszystkich m
Wyliczana jest dtugosc¢ sciezki u na jej podstawie nagradzane sg sciezki krotsze.

T,=(1—p)T+pAT;; AT,;=(najkrétsza droga)

ij?

Wyliczmy TJj (czyli lokalna sciezka feromonowa)( prawdopodobienstwa dla
1 mrowki)

T12=10/6; p12=10/36/(10/36+10/ 64+10/16+10/ 9+10/ 16+10/ 49)=0.09
T13=10/8; p13=0.05
T14=10/4; p14=0.21
T15=10/3; p15=0.37
T16=10/4: p16=0.21
T17=10/7; pl17=0.07

Losujemy miasto dla 1mrowki i powtarzamy wszystko dla pozostatych mrowek
Po przejsciu wszystkich miast uzupetniamy Sciezke feromonowag zgodnie z wzorem d

globalnego nagradzaniai zaczynamy wszystko od poczatku majgc juz aktualne Sciezl
feromonowel!



Zastosowania algorytmu
mrowkowego

Problem komiwojazera (TSP)

Pro

Pro

0

0

emy klasyfikacyjne

emy szeregowania

Znajdowanie trasy dla pojazdow

Pokrycia zbiorow,

Wykrywanie krawedzi na obrazach
rastrowych.




Warunki Kuhna-Tuckera

Warunki konieczne isthienia ekstremum.

minF (x)
XER"
¢,(x)<0,i=1...m D

F(x),c;(x)eC’

Kazdy punkt spetniajgcy ograniczenia nazywany jest punktem dopuszczalnym. Celem
Optymalizacji z ograniczeniami jest znalezienie punktu dopuszczalnego, w ktorym
minimalizowana funkcja osigga przynajmniej lokalnie najmniejszg mozliwg wartosc.

Tw. Kuhna-Tuckera

Jesli w punkcie x° funkcja F(x°) osiaga minimum lokalne,to w punkcie tym istnieja
mnozniki lambda spetniajgce warunki




Przy wykorzystaniu funkcji Lagrange'a moznate warunki zapisac tak

V E(xJ+) Ve (x)=0
¢(x’)<0
Aje,(x°)=0
120
Uzasadnienie
(httpJ/aq.ia.agh.edu.pl/Aquarium/Dydaktyk/Wyklady/M O/2005-06/Wyklad07.PDF)

Def.
Warunek ograniczajgcy c;(x°) jest aktywny w punkcie dopuszczalnym x°,jesli c;(x°)=0

W przeciwnym razie warunek nazywany jest nieaktywnym.

Rozwazmy 3 przypadki, zaktadajgc ze jesteSmy w punkcie optymalnym, dla przykta
sformutowanego w R? funkcja Lagrange'a ma postac

3




Przypadek 1, brak ograniczen aktywnych

Warunki KT bedg spetnione, gdy
A=A3=A2=0,V F,(x°)=0

Przypadek 2, jedno ograniczenie aktywne

¢, (x°)=0,c,(x°)< 0,c5(x°)< 0

Zadanie jest rownoznaczne z
poszukiwaniem min F(x) przy
ograniczeniu cy(x)=0

Stad warunek konieczny
optymalnosci ma postac

h=h3=0,—V,F (x°)=01V c, (x°)

Poniewaz gradient zawsze wskazuje na kierunek wzrostu, to kierunki obu gradientow
sgtakie samew zwigzku z czym lambda>0.



Przypadek 3, dwa ograniczenia aktywne

c,(x°)=0,0,(x°)=0,c,(x")<0 4

1=0,—V, F (X)=0MV,0,(x)+ 1V, 0,(X)

Podsumowujgc:
2,>0,j=1,2,3
Jezelic.(x")<0- zawsze M} =0
A;>0-c(x°)=0

Zeby uwzgledni¢ te warunki do warunku Lagrange'a doktadamy
tzw.warunek komplementarnosci

Ac.(x°)=0

J




Warunki regularnosci

Konieczne jest sformutowanie kryteriow gwarantujacych istnienie mnoznikow
Lagrange'aw punkcie rozwigzania x°.
W punkcierozwigzania

~V F(x)=+ Z Kjvxcj(x)

Mamy wiec n rownan o J niewiadomych, gdzie J — liczba ograniczen aktywnych w pt
X% J<=n.Oczywiscie macierz nablac musi mie¢ odpowiedni rzad, co jest gwarantowalt
przez liniowg niezaleznosc tych wektorow. Gdy rzad macierzy jest rowny J to rozwiaz
dlawspotczynnikdw Lagrange'a jest jednoznaczne.

War. 1
Punkt x° jest regularny, jesli istniejgce w nim gradienty ograniczen aktywnych sglin

niezalezne.

Geometrycznie oznaczato, ze gradient funkcji celu w punkcie rozwigzania moze by
reprezentowany przez liniowg kombinacje gradientéw ograniczen aktywnych.




Przyktad

ZnalezC minimum funkcji

Przy ograniczeniu x"<1

Funkcja Lagrange'a ma postac
L(x,M)=—x"—x"+ A(x°—1)

Warunki KT
—2x—3x’+2Ahx=0
x°<1
A=0
A(x*—1)=0

Przypadek 1 Ograniczenie nieaktywne A=0,x"—1#0

—2x—3x’=0- x:—glubXZO




Przypadek 2: Ograniczenie aktywne A#0,x"—1=0

:E

x’=1,\
2

x'=—1, A= —% (warunek L= 0 nie spetniony )

Czyli rozwigzaniem sg pary (0,0), (15/2), (-2/3,0). Problem nieregularnosci nie wystepuje

.

F(x)

X




" Warunek konieczny i dostateczny
KT

Kazdy punkt regularny bedacy rozwigzaniem zadania (1) spetnia warunki KT, ale nie
kazdy punkt x° spetniajacy warunki musi by¢ szukanym minimum.

Tw.
Jesli dla zadania (1) sg spetnione warunki KT, a funkcje ograniczajgce oraz funkcja F
sgwypukte to x° jest rozwigzaniem.

Funkcje rzeczywista f okreslong na zbiorze wypuktym Cnazywamy wypuktg jezeli
Vx, x,€CVa,Be[0,1], 0+ p=1f(ax,+ Bx,)<of(x, )+ Bf(x,)

1
¥




Przyktad, w ktorym nie sa
spetnione warunki regularnosci

min x,
XER®

(x,—0.75)*+(x,—0.75)=1.125
(x,+0.75)°+(x,+0.75)*=1.125

2(x,—0.75)
2(x,—0.75)

2(x,+0.75)

Veilx)= 2(x,+0.75)

Ve, (x)=

Zrysunku widac¢ ze punkt optymalny to xopt=0 stad wartosci pochodnych sg nastepujg

Ve,(0)=| 717 ,ch(x):h:gl

Widac¢ od razu, ze nie ma mozliwosci spetni¢ pierwszy warunek KKT bo pochodna fun
nie da sie przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji Vc




W o I ——— S—

minf (x)=x,+ x,
XER?

2 2
X1+ x5=1

Warunki konieczne optymalnosci przyjmuja postac ‘

1+ 2Ax¥'=0; |
1+ 2Ax7'=0; X} ==
2\

(P (=1

Istniejg wiec dwa r02W|qzan|aJedno dodatnie drugle ujemne. W jednym rozwigzaniu
funkcja przyjmuje wartos$¢ = fz aw druérr;r;

Tak wiec pierwszy punkt jest punktem minimum a drugi maksimum.




y

i rr—— - — e

~ Przypadek ograniczen
rownosciowych i
nierowng@sciowych
ci(x);;}%,i:L..m

gj(x)IO,jZL..k
F(x),c,(x),g;(x)eC’

Warunki KT przyjmujg postac

Ograniczeniaréwnosciowe dopuszczajg ujemng wartoS¢ mnoznika Lagrange'a. Brak
Ograniczen nieréwnosciowych powoduje, ze warunek komplementarnosci jest zbedny




W przypadku ograniczen réwnosciowych rowniez konieczne jest spetnienie warunku
Regularnosci

Warunki dostateczne otrzymuje sie przy podobny zatozeniach jak poprzednio (wypukitasc
Bardziej ogélne warunki dostateczne (gdy spetnione sg warunki konieczne KT) maja post:

d'V, L(x,\)d>0

X

V., c,(x°)" d=0,dla wszystkch aktywnych warunkéw
V. g.(x°)d=0,i=1..k




Programowanie kwadratowe

Funkcja celu, ktorg nalezy zminimalizowac (zmaksymalizowac)

Z:%XTAX+ ng

x wektor n wymiarowy, A macierz kwadratowa nxn dodatnio okreslona (dzieki czemu
mamy forme kwadratowag wypukta), g wektor n

Beranic28nia

Cx<b

Macierz ograniczen Cwymiaru nxm

x=0




Rozwigzanie

1) Zbudowanie funkcji Lagrange'a
2) Utworzenie warunkow KKT
3) Rozwigzanie zadania zastepczego metodg Wolfe'a

Funkcja Lagrange'a

L(x,)\.)Z%xTAx+ g x+ N (Cx—b)

Warunki KKT
V .L(x,A)=0 Ax+ g +AC=0
ATV, L(x,A\)=0 A (Cx=b)=0
A0 Cx<b

A=0




Przyktad

10x,+ 25x,— 10x; —4x, X, — X; > MAX
X+ 2x,<10
X+ x,<9

X, X,=0

L(x,N)=10x,+ 25x,— 10x; —4x, X, — X3+ A, (10— x,— 2%, )+ A, (9—x,— X, )+ Ay x,+ A, X,

oL 0—20x,—4x,—A,—A,+ A,=0

Warunki KT “= =1
0 X,
OL o5 4y, —2x,— 20— Ayt Ay =0
0Xx,

A (10— x,— 2%, )+ Ay (9— X, — X, )+ Ay X+ Ay x,=0

10 —x,—2x,20
9—x,—x,=20

X, X,=0
Ay Ay hy=0




Sformutowanie zadania
zastepczego

Zamiana oznaczen
Wspoétczynniki Lagreange'a dla ograniczen z A przechodzg do y, natomiast z
warunkow brzegowych doy’

7"1_))’1,7“2_)Y2,)"3_)Y1”>“4_)Y2'

Sprowadzanie ograniczen do postaci bazowej

I —
X+ 2x,+ x,'=10
X+ X+ x,'=9

Gdzie x1 i x2'totzw.zmienne bilansujgce
Zapisanie funkcji Lagrange'a z uwzglednieniem zmiennych bilansujacych

L{x, A )=10x,+ 25%,— 10x; = 4x, X, = X, ¥, (10=x,=2%,= X, ")+ y,(9=x,=%,=%, ")+ ¥, "X+ ¥, "%,




Pierwszy warunek KT ma postac

a_L:10_20)(1_4)(2_)’1_)’2"' y,'=0
0 X,
0Xx,

Wprowadzanie zmiennych sztucznych
Zmienne sztuczne w wprowadzane sg do kazdego ograniczenia zadania zastepczego
powstatego z pierwszego warunku KT

20x,+ 4x,+ y,+ y,—y,'+ w,=10

AX1+ 2%+ 2y + Y, — Y, '+ W,y =25

Zmienne sztuczne wprowadzane sg do funkcji celu ze wspotczynnikiem 1, stad zadar
zastepcze ma postac




w,+ w, € MIN
X+ 2x,+ x,'=10
X+ x,+x,'=9
20x,+ 4x,+ y+ y,—y, '+ w, =10
4+ 2X,+ 2y + y,—y,'+ w,=25

I I I I
X1, XX X 5 V1. Y2 V1502 ,W1,W2>O

Pary zmiennych komplementarnych X, Y:' X' Y,

2warunek KT
A (10— x,— 2%, )+ Ay (9— X, — X, )+ Ay X+ Ay x,=0

Zapisany w nowych zmiennych ma postac

1 1 14 1 —
YiX 't y,x,' vy, 'x;+y, x,=0




Modyfikacja metody SYMPLEX w metodzie Wolfe'a

Zmiennaz najmniejszg wartoscig wskaznika optymal noéTi
Xk

|

>

prowadzamy do
bazy zmienng
Xk

zy zmienna komplementarna
jest zmienng bazowga?

/

N

T Wprowadzamy do
™ bazy zmienna
Xk

Czy zmienna komplementarna
zmiennej Xk jest
Zzmienng wychodzaca
Z bazy?

J

WSsrod pozostatych zmiennych
najdujemy zmienng o najmniejszyc
Wskazniku optymalnosci




Rozwigzanie przyktadu

Naturalng bazg dla naszego problemu jest [x1 x2'w1lw?2]. W tej bazie funkcja, ktorg
minimalizujemy ma postac

35—24x,—6x,—3y,—2y,+ y, '+ ¥,

Tak wiec wektor cen zredukowanych

Poniewaz wystepuja wartosci ujemne to to rozwigzanie nie jest optymalne, najmniejsz
cene zredukowang mazmiennaxl,aponiewaz zmienna komplementarnanie jest w b
to do bazy wchodzi x1

Wspotczynniki przy x1=[1,1,20,4], wyrazy wolne b=[10,9,10,25], stad wektor ilorazéw
Q=[10,9,0.5,6.25], najmniejsza wartosc jest dlawl wiec wlwychodzi z bazy.




Po przejsciu do nowej bazy minimalizowana funkcja ma postac

23—1.2x,—1.8y,—0.8y,—0.2y, "+ y, '+ 1.2w,

Rozwigzanie nie jest optymalne bo wspotczynniki cen zredukowanych maja wartosé
ujemna. Najmniejsza wartosc jest przy ylaleylnie moze wejsSC do bazy bo jego zmienr
Komplementarna w bazie juz jest,w zwigzku z tym bierzemy nastepny najmniejszy cz
X2,jej zmienna komplementarnanie jest w bazie w zwigzku z czym x2 moze wejS¢ do

If\t\—I\ I

Zmienna Wektor wyrazéw wolnych
bazowa

X1 9.5

X2' 8.5

x1 0.5

w2 23

Z bazy wychodzi x1

Kolumna wspotczynnikbw  Wektor ilorazow
dla zmiennej wchodzacej

do bazy

1.8 5.28
0.8 10.6
0.2 2.5
1.2 19.2

Po przejsciu do nowej bazy minimalizowana funkcja ma postac

C+ 6x,—1.5y,—0.5y,—0.5y, '+ y, '+ 1.5w,



Najmniejszg wartos¢ wspotczynnika cen zredukowanych mayl Zmienna zredukowang
Jest juz w bazie wiec rozpatrujemy kolejny czyli y2,znowu zmienna komplementarna
Jest w bazie wiec rozpatrujemy y1. Do bazy wchodzi y1

Zmienna Wektor wyrazéw wolnych  Kolumna wspoétczynnikow  Wektor ilorazow
bazowa dla zmiennej wchodzacej
do bazy
x1' 5 0.5 10
x2' 6.5 0.25 26
X2 2.5 -0.25 -
w2 20 0.5 40

Z bazy wychodzi x1

Itd..

Procedura powtarzana jest az do znalezieniarozwigzania. W rozwigzaniu suma zmier
sztucznych musi by¢ rowna 0. W tym przypadku rozwigzaniem jest x1=0, x2=5.



Modele Markowa

Jest to probabilistyczny model sekwencji symboli,w ktérym w ktorym
prawdopodobienstwo kazdego zdarzenia zalezy jedynie od wyniku poprzedniego.

Zatézmy,ze mamy zbior standéw {sy, Sz, .., Sn}
Zatézmy,ze mamy jakis proces, ktory polega na generowaniu stanow (przechodzenie z
jednego stanu do drugiego): s1,S2, .., Sk
Korzystajgc z definicji tancucha Markowa (pierwszego rzedu)
P(Sk|sl,52,“"Sk—l)NP(SlJSk—l)
Stad widac, ze do zdefiniowania tancucha Markowa potrzebne sa:
prawdopodobienistwa przejscia z jednego stanu do drugiego a;=P(s/s;)
| prawdopodobienstw poczatkowych n,=P(s))

P(SJS)Ii—Ezi")Sj) P(Si’sj|sk>:P<Si|Sj)P<Sj|sk>

tancuch Markowato model Markowa z czasem dyskretnym
P(Sl’s2’53"“’Sn):p(sl)l:llp(si|si—1)




Przyktad modelu Markowa

oda

0EeSZCZO0Wa

Wystepujg dwa stany: pogoda deszczowa (sd), pogoda stoneczna (ss)
Prawdopodobienstwa przejscia: P(sd|sd)=0.3, P(ss|sd)=0.2, P(ss|ss)=0.8, P(sd|ss)=0.7
Prawdopodobienstwa poczatkowe: P(ss)=0.6, P(sd)=0.4




Obliczanie prawdopodobienstwa
wystgpienia sekwencji

P<51,S2,S3,.”’Sk):P(Sk|Sl,52,53,.”’Sk—1)P<51,52,53,."’Sk—1)
:P(Sk|5k—1)P(Sl,52,53,.“:Sk—1):"°
:P<Sk|5k—1)P(Sk—1|5k—2)"‘P<52|51)P<51)

Zatézmy, ze chcemy policzy¢ prawdopodobienstwo sekwencji stanow { ss,ss,sd,sd}

P(ss,ss,sd,sd)=P(ss|ss)P(ss|sd)P(sd|sd)P(sd)=0.8%0.2%0.3%0.4=0.0192




Rozpatrzmy sytuacje w ktorej pogoda ma 3 stany :stonecznie, deszczowo, mglisci
Tabelap

0.05 0.15

0.3 0.5



1DZaktadajac, ze dzisiaj jest stonecznie jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze
jutro bedzie stonecznie a pojutrze deszczowo

P(s,=S,s,=D|s,=S)=P(s,=D|s,=S,s,=S)P(s,=S|s,=S)=
P(s,=D|s,=S)P(s,=S|s,=5)=0.05%0.8

Zaktadajac, ze dzisiaj jest mgliscie jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze pojutrze
bedzie deszcz
P(s;=Dl|s;=M)=P(s,=M,s;=Dls;=M)+P(s,=D,s;=Dl|s,=M )+ P(s,=5,5;=D|s,=M )=

P(s,=D|s,=M)P(s,=M|s,=M )+P(s,=Dls,=R)P(s,=M|s,=M )+
+P(s,=D|s,=S)P(s,=M]|s,=M)=0.3%0.5+0.6 %0.3+0.05%0.2=0.34




Ukryte tancuchy Markowa

Stany nie sgwidoczne (obserwowalne), ale kazdy ze stanéw moze generowac jedng
z M obserwacji {vlv2,...,,vn}

Do zdefiniowania ukrytego modelu Markowa oprocz wielkosci potrzebnych dla
Modelu Markowa potrzebna jest jeszcze macierz prawdopodobienstw stanow
Obserwowanych B=bi(vm), bi(vm)=P(vm|si). Stad caty model zapisany jest jako

M=(A,B,n)

Crénienie Cidnienie
niskie wysokie ’

. 04 R
deszcz stonhce




Mam wiec 2 stany obserwowane : {c niskie,c wysokie}
Dwa stany ukryte: {deszcz, stonce}
Prawdopodobienstwa poczatkowe: P(c niskie)=0.4, P(c wysokie)=0.6

Obliczenie prawdopodobienstwa ukrytej sekwencji {stonce, deszcz}

Do wyliczenia prawdopodobienstwa potrzebne jest rozwazenie wszystkich
obserwowanych stanow

P (s%oﬁce ,deszcz ) =P ( stonice ,deszcz ,cniskie , c niskie ) P (s%or’zce ,deszcz ,c niskie ,c wysokie )
P (storice , deszcz ,c wysokie , c niskie ) P (storice ,deszcz , c wysokie ,c wysokie )




Przyktady ukrytych tancuchow
Markowa

Rozpoznawanie mowy
Ukryte stany:rzeczywiste dzwieki/fonemy (np./s/,/al,/k/).
Obserwacje: cechy akustyczne sygnatu (np. czestotliwosci, widmo).

Zastosowanie: HMM uczg sie sekwencji dzwiekow odpowiadajgcych stowom i rozpoznajg wypowiedzi.

Detekcja oszustw i anomalii
Ukryte stany:normalne/ podejrzane / oszukancze zachowanie.
Obserwacje: transakcje, logi systemowe, aktywnosc¢ uzytkownika.

Zastosowanie: systemy bezpieczenstwa, monitoring sieci, analiza zachowania uzytkownik ow.

Gry komputerowe i Al
Ukryte stany:intencje gracza lub przeciwnika.
Obserwacje: dziataniaw grze (ruchy,wybory).

Zastosowanie: adaptacyjne Al, przewidywanie zachowan, generowanie realistycznych NPC.




Gtowne problemy zwigzany z
uzywaniem HMM

1) Oceny
Przy zadanym modelu HMM M=(A,B,n) i obserwowanej sekwencji O=01, 02,03, ..,0k
wylicz prawdopodobienstwo wygenerowania sekwencji O przy uzyciu modelu M.
2) Dekodowanie
Majac dany model HMM M=(A,B,n) i obserwowang sekwencje O, znajdz najbardziej
prawdopodobng sekwencje stanow ukrytych, ktora produkuje sekwencje obserwowa
3) Uczenie
Majgc dangtreningowg sekwencje obserwowang i ogdélng strukture modelu HMM
(np. liczbe obserwowanych i ukrytych stanoéw) wyznacz parametry modelu HMM tak
aby jak najlepiej opisywaty dane treningowe.




Przyktad zastosowania HMM

Najczestszym przyktadem zastosowania HMM, ktory podaje sie w literaturze jest
rozpoznawanie stow. Dla prostoty zaktadamy, ze kazda literka w stowie jest pisana
oddzielnie —

Stan ukryty Stan obserwowany

W tym przypadku stanami ukrytymi sa litery alfabetu wystepujace w danym stowie,
natomiast stanami obserwowanymi obrazki z literkami. Liczba stanow ukrytych jest
Skonczona, natomiast liczba stanow obserwowanych jest nieskonczona.




Kluczowe elementy HMM w tym zastosowaniu

Element HMM
Ukryte stany

Obserwacje

Rozktad poczatkowy

Macierz przejscia

Macierz emis;ji

W przyktadzie pisma odrecznego
Litery alfabetu (np.A,B,C, ..., 2)

Cechy wyodrebnione z pisma (np. ksztatt, pozycja,
krzywizna, nachylenie piéra, wektor ruchu)

Prawdopodobienstwo, ze litera zaczyna stowo (np. ,T”
czesciej niz ,X")

Prawdopodobienstwa przejscia z jednej litery do
drugiej (np. po ,T” czesto pojawia sie ,H")

Prawdopodobienstwa wygenerowania danych cech
przez danglitere




Przebieg rozpoznawania

1 Segmentacjai ekstrakcja cech

Z obrazu tekstu wyodrebnia sie:

np. punkty piéraw czasie (jesli dane dynamiczne),

lub cechy obrazu dla kazdego "okna" przesuwajgcego sie po piSmie (gdy dane statyczne).
2. Modelowanie liter jako HMM

Kazda litera moze miecC swoj wtasny HMM (np. 5—-7 stanéw), ktéry modeluje typowag kolejnosc
| strukture jej pisania:

np.litera"A" moze miec¢ stany: uko$na kreska, uko$na druga kreska, poprzeczka.
kazdy stan emituje wektory cech zgodne z fragmentem ruchu piora.
3. Ztozenie stowa jako sekwencji HMM liter

Gdy uzytkownik pisze stowo, system tgczy modele liter w jeden duzy HMM i stara sie znalez¢
najlepsze dopasowanie do obserwacji (np. ruchéw piora).

4. Algorytm Viterbiego:

Znajduje najbardziej prawdopodobng sekwencje liter (ukrytych stanow), ktéra wygenerowata
dane obserwacje.




pane wejsciowe (obserwacje)

Zatézmy, ze ktos pisze HELLO na tablecie. System zapisuje:
wspotrzedne (x,y), kierunek ruchu, predkosé, krzywizne.
Kazdy punkt to wektor cech, np.:

obst=[xt,yt,Axt Ayt krzywiznaT]

Powstaje sekwencja obserwaciji:

O=(01,02,..,0T

Zaktadamy, ze kazda litera odpowiada osobnemu HMM.
Przyktadowo:

H:5stanow — lewa kreska, prawa kreska, pozioma kreska, (stany: poczatek kreski pionowej,
Srodek kreski, koniec kreski,oderwanie piéralub zmiana kierunku, rozpoczecie drugiej
kreski)

E: 4 stany — pionowa kreska, gérna kreska, sSrodkowa kreska, dolna kreska,
L: 3 stany — pionowa kreska, pozioma kreska,

O: 5 stanow — ¢wiartki okregu (np. gora, prawo, dot, lewo).

tgcznie mamy:

HELLO=HMM_H+HMM_E+HMM_L+HMM _L+HMM O




Macierze przejsé (litery jako sekwencje stanow)

Przyktad przejs¢ w literze L:

L1 - L2 - L3

1 l

(start) (koniec)

Prawdopodobienstwa przejsc¢ sg ustawiane tak, by modelowaC kolejnoSC rysowania

liter.

Miedzy literami:

np. po H nastepuje E, wiec:

P(stan startowy E|ostatni stan H)>0

Algorytm Viterbiego

Mamy obserwacje O. Chcemy znalez¢ najbardziej prawdopodobng sekwencje stanow Q=(ql,..,9T),
ktora je wygenerowata.

Uzywamy algorytmu Viterbiego, ktory:

przeszukuje wszystkie mozliwe sciezki przez stany (np. litery i ich czesci),
wybiera Sciezke o najwiekszym prawdopodobienstwie: argmaxP(Q,0)
Wynik: sekwencja liter

Jesli najprawdopodobniejsza Sciezka przeszta przez modele:H,E,L,L,O

to zwracamy wynik: HELLO




Zamlanaobrazkanacechy

Definiujemy strukture stanéw ukrytych dla danej literki
Obserwacja (czyli obrazek) dzielony jest nawaskie paski,w ktorych zliczana
jest liczba ciemnych obszaréw

Zatézmy,ze mamy zadane HMM, ktore dla literki A majg nastepujgce
prawdopodobienstwa przejsciai emisji

0.8 02 0 09 01 0
a;=| 0 08 02[,b;=01 08 0.1
0 0 1 09 0.1 0

Natomiast dlaliterki B

0.8 02 O 09 01 O
a,= 0 08 02|,b,= 0 02 0.8
0O 0 1 06 04 O




Zatézmy, ze po segmentacji obrazka liczba ciemnych obszarow w 4 kolejno

Po sobie nastepujacych paskach jest taka {13,2,1}

Pytanie

Ktory z modeli HMM A czy B z wiekszym prawdopodobienstwem wygeneruje taki ciag
obserwacji?

HMM dlaznaku A

S->S;->S,->S3;  0.8*0.2*0.2 * 0.9*0*0.8*0.9=0
S->S,->S,->s3  0.2*0.8*0.2 * 0.9*0.1*0.8*0.9=0.0020736
S->S,->S3->s3  0.2*0.2*0.2 * 0.9*0.1*0.1*0.9=0.000324
Cato$¢=0.0023976
HMM dlaznaku B

S->S1->S,->s;  0.80.2*0.2 * 0.9*0*0.2*0.6=0

S1->S->S,->s;  0.2*0.8*0.2 * 0.9*0.8*0.2*0.6=0.0027648

S->S,->S3->s3  0.2*0.2*1 *  0.9%0.8*0.4*0.6=0.006912
Catos¢=0.0096768




Problem oceny

Majac HMM M=(AB,) i sekwencje obserwacji O=01020304...0k policz prawdopodobienstwo
tego, ze model M wygenerowat sekwencje O.

Prbéba znalezienia prawdopodobienstwa obserwacji O poprzez wziecie pod uwage
wszystkich mozliwych sekwencji standéw ukrytych, tak jak to byto pokazane
poprzednio jest niepraktyczne.

Nk liczba sekwencji stanéw ukrytych — ztozonosS¢ eksponencjalna

Dlatego w celu wykonania obliczen w sposéb wydajny uzywa sie algorytmu
Forward-backward HMM.

Niech ax(i) oznaczgtaczne prawdopodobienstwo sekwencji obserwacji 0l...0k oraz
tego ,ze stanem ukrytym w momencie k bedzie si

o, (i)=P(0,0,..0,,q,=s))




Algorytm Viterbiego

Dany jest:

Model HMM:

zbior standw  S={s,,s,,...,sy}

macierz przej$¢ A=[aij], gdzie a,=P(s/s;)

rozktad poczatkowy mi=P(si w czasie t=1)

funkcjaemisji b;(o,)=P(o/s;) gdzie ot to obserwacjaw czasiet

Obserwacje: 0={o,,0,,...,0,}

Celem jest znalezienie najbardziej prawdopodobnej sekwencji standw Q=(q192,..,T),
ktéra maksymalizuje:

P(QI0)=P(Q0)




Zamiast sprawdzacC wszystkie mozliwe sekwencje stanow (co jest wyktadnicze: N~T),

Viterbi dziatarekurencyjnie, przechowujac najlepsze Sciezki do kazdego stanu w czasie t.
Opis algorytmu Viterbiego (krok po kroku)

1 Inicjalizacja (czas t=1):
Dla kazdego stanu sj: §,(j)=nb,(o,) ¥,(j)=0 (nie ma poprzednika)
2. Rekurencja (dlat=2,3,..,T):

Dla kazdego stanu sj i kazdego poprzedniego stanu si:

5j)=max[s_,(1albj(o)  wi(j)=argmax(s,(i)a,]
ot(j)): najwieksze prawdopodobienstwo dotarcia do stanu sj w czasie t
Wt(j)): zapamietuje najlepszy poprzedni stan (dla sciezki)
3. Zakonczenie (czas t=Tt = Tt=T)
P"’:quéT(j) najwieksze prawdopodobienstwo) qT=argqu6T(j) (ostatni stan sciezki)

J J
4. Sledzenie wstecz (backtracking)

Dlat=T-1T-2,..,1
qt:¢t+1(qt+1)

W ten sposob odtwarzamy najbardziej prawdopodobng sekwencje ukrytych stanow.



Zatozenia:
Stany: S={s1s2} (np.Sunny i Rainy)
Obserwacje: O=(01,02,03) (np. Walk, Shop, Clean)
Dtugosc¢ sekwencji: T=3
Poczatkowe prawdopodobienstwa: 11=[0.6,0.4]
(prawdopodobienstwo, ze poczatkowy stan to sl lub s2)
Macierz przejsc A:

A:[ov 0.3]

0.40.6

(tj. a11=0.7 ,a12=0.3,a21=0.4,a22=0.6
| Macierz emisji B:
Prawdopodobienstwa emisji obserwacji przez stany:
Stan Walk Shop Clean
sl 06 03 0.1
s2 0.1 04 05

N e




Obserwacje:
O=(Walk,Shop,Clean)
Krok 1:Inicjalizacja (t=1)
01())=Ty-bj
31(s1)=0.6x0.6=0.36
51(s2)=0.4x0.1=0.04
YI(sD)=g1(s2)=0

Krok 2: Rekurencija (t=2)

Dla kazdego stanu s;j:

02(j)=maxi[d1(i)xaij]xbj(02)

Dla sl

maxi[d1(i)xail]=max(0.36x0.7,0.04x0.4)=max (0.252,0.016)=0.252
62(s1)=0.252xb1(Shop)=0.252x%0.3=0.0756
P2(s)=argmaxi[d1(i)xail]=s1

Dla s2:

maxi[51(i)xai 2]=m ax (0.36x0.3,0.04x0.6)=m ax (0.108,0.024)=0.108
52(s2)=0.108xb2(Shop)=0.108x0.4=0.0432

P2(s2)=s1




Krok 3: Rekurencja (t=3)

Dla sl

maxi[62(i)xai J=max (0.0756x0.7,0.0432x0.4)=m ax (0.05292,0.01728)=0.05292
03(s1)=0.05292xb1(Clean)=0.05292x0.1=0.005292

P3(sh=sl

Dla s2:

m axi[52(i)xai 2]=m ax (0.0756x0.3,0.0432x0.6)=m ax (0.02268,0.02592)=0.02592
33(s2)=0.02592xb2(Clean)=0.02592x0.5=0.01296

P3(s2)=s2

Krok 4: Zakonczenie
P=max_j 83(j)=max(0.005292,0.01296)=0.01296
g3=s2




Krok 5: Sledzenie wstecz

g3=s2
2=y 3(s2)=s2
qls =2(s2)=s1

Finalna najprawdopodobniejsza sekwencja stanow:

(91+ ,02% g3+ )=(s1s2,s2)

czyli:

(Sunny,Rainy,Rainy)




Uczenie HMM

Uczenie HMM (Ukrytych tancuchéw Markowa) polega na dopasowaniu parametrow
modelu tak, aby najlepiej wyjasniat obserwowane dane. To tzw. uczenie parametryczne.
Parametry HMM to:

A — macierz przej$¢ miedzy stanami ukrytymi: aij=P(sj [si)
B — macierz emis;ji: bj(o)=P(0osj)

Tt — rozktad poczatkowy: ii=P(si w czasie t=1)

@) Cel uczenia

Dany:

zbior sekwencji obserwacji O={0O(1),0(2),...}

liczba standéw N, liczba mozliwych obserwacji M,

Celem jest wyznaczenie parametrow A,B,1, tak aby maksymalizowac:

P(O\) gdzie A=(AB,T)




1. Uczenie nadzorowane (jesli znane sa stany ukryte)

Jesli dla kazdej obserwacji znamy odpowiadajacy jej stan ukryty (np. oznaczone dane w NLP,
rozpoznawaniu mowy), wtedy:

Parametry sg szacowane bezposrednio przez zliczanie czestosci:
__liczba przejs¢ zs;doss;

a.=
J . ey
liczba przejs¢ z s,
liczbaemisjio, przezs;
bj(ok)z liczh .J..kp :
iczba emisji przezs,
liczba sekwencjirozpoczynajqcyc sie w s,
.=

1

liczba sekwencji

4 Szybkiei proste.

X Rzadko mozliwe w praktyce — stany sg zwykle ukryte.




Programowanie dynamiczne

W wielu przypadkach zadania, ktorych ztozonos¢ wynikajaca z petnego
przegladu jest duza (czesto wyktadnicza) moznarozwigzaC w czasie
wielomianowym stosujgc metode optymalizacji dynamicznej.

W programowaniu dynamicznym problem rozwigzywany jest poprzez ztozenie
rozwigzan odpowiednich podproblemow.
Kazdy podproblem rozwigzywany jest tylkoraz,awynik zapamietywany w
tabeli.
Moznawyréznic€ 4 etapy:
* Scharakteryzowanie struktury optymalnego rozwigzania
* Rekurencyjnerozwigzanie kosztu optymalnego
* Obliczenie optymalnego kosztu metodg wstepujaca, rozpoczynajac od
najmniejszych problemow nastepnie rozwigzujgc coraz wieksze,
wykorzystujgc zapamietane rozwigzania
* Konstruowanie optymalnego rozwigzania na podstawie wczesniejszych
wynikow




Przyktad

n>2Fib(n)=Fib(n—1)+Fib(n—2)
n=0Fib(0)=1
n=1Fib(1)=1

Zatézmy ze chcemy policzyc¢ Fib(5)
Fib(5)=Fib(4)+Fib(3)=Fib(3)+Fib(2)+Fib(2)+Fib(1).....
0 1 2 3 4 S 6 7 8
1 2 3 ) 8 13 21 34

Programowanie dynamiczne - koncepcja

Programowanie dynamiczne rozwigzuje ten problem poprzez:

Rozbicie problemu na mniejsze podproblemy (tu:obliczenie Fib(i) dlai <n).

Zapamietanie wynikow podproblemow w strukturze danych (np. tablicy).

Wykorzystanie tych zapamietanych wynikow do obliczenia kolejnych wartosci bez powtarzania
obliczen.

Programowanie dynamiczne eliminuje powtarzajgce sie obliczenia charakterystyczne dla
rekurenciji.

Ztozonosc czasowa spada do liniowej, tj. O(n).



Najdtuzsza wspolna
podsekwencja

Najdtuzsza wspodlna podsekwencja (ang. Longest Common Subsequence, LCS) to najdtuzszy
ciag znakow, ktéry wystepuje w tej samej kolejnosci w dwoch porownywanych tancuchach
znakow, ale znaki te nie musza by¢ obok siebie. Przyktadowo, dlatancuchéw:

POLITECHNIKA, TOALETA
najdtuzszym wspoélnym podciggiem jest np. OLTA lub OLEA

Do rozwigzania problemu tworzymy tablice C2 wymiarowa, ktora jest wymiaru (m+21)x(n+1),
gdzie m to dtugos¢ pierwszego tancucha, n dtugosci drugiego tanncucha.

sesli i=0lub j=0, to CJi][j]=0 (bo jeden z ciggow jest pusty).
Jesli znaki A[i-1] i B[j—1] sg takie same,to:
Clili]1=Cli-4[j-1+1

Jesli znaki sgrozne,to:

Cli]il=max(Cli-1p1.Clii-1)
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Odtwarzanie najdtuzszej wspolnej podsekwencji

Po wypetnieniu tablicy Cmozna odtworzy¢ samg podsekwencje, zaczynajgc od
komorki C[m][n]:

Jesli A[i-1]=B[j—1],to znak ten nalezy do LCS —dodajemy go do wyniku i przechodzimy
do C[i—-1][j—1].

Jesli Cli—1[j]>Cli][j—1], cofamy sie do C[i—1][j].

W przeciwnym razie cofamy sie do Cli][j—1.



Problem plecakowy

* Zatozmy,ze mamy optymalne rozwigzanie zagadnienie plecakowego

* Wezmy jeden z przedmiotow znajdujacy sie w plecaku

* Pozostata zawartosc¢ plecaka jest optymalnym rozwigzaniem zagadnienia plecakowe
dla pojemnosci plecaka V-wy i zestawu przedmiotow {1, 2, ...k-1k+1...n}

*Zdefiniujmy rekurencyjny koszt optymalnego rozwigzania:

Koszt rozwigzania problemu dlawagi V i zestawu przedmiotow {1, 2, ...,j}
0dla j=0
K(j,V)=l0dlaV =0
max(K(j—1,V—-w )+c,,K(j—1,V))

Zatézmy, ze maksymalne obcigzenie naszego plecaka V=7,wagi i koszt przedmiotow
jakie mamy do dyspozycji: w=5, ci:=1, w,=3,c,=2W3=2,c5=1wW.=4,c,=4
Wa O 1 2 3 4 5 6 7
ga
rzec
z
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1



Ztozonosc¢ algorytmu tworzgcego naszg macierz kosztéw O(n,W), gdzie n liczba
rozpatrywanych przedmiotow.

Po wypetnieniu mamy optymalny koszt przedmiotéw znajdujacych sie w plecaku nie\
jednak jeszcze, ktore przedmioty sie w plecaku znajduja.

W tym celu zaczynamy od prawego dolnego rogu czyli K(n,W), nastepnie porownujemy
wartosc z K(n-1L,W) i K(n-1LW-wn)+cn

Jezeli K(n W)=K(n-1LW) to nie wtozyliSmy przedmiotu n do plecaka, przechodzimy do
K(n-1LW)i powtarzamy procedure

Jezeli N(n ,W)=K(n-LW-wn)+cn to przedmiot n zostat wtozony do plecakai przechodzin
Do pozycji K(n-LW-wn) a nstepnie powtarzamy operacje

Wa O 1 2 3 4 5 6 7

ga
rzec
Z
o o o o0 o* o o o o
1 0 0 0 00 1 1 1
2 0 0 0 2 2 2 2 3
3 0 0 1 2 2 3 3
4 0 0 1 2 4 4 5 6



( Naktadanie sekwenc]i
algorytm Wunsh-a Needlemann-a

F(i—1,j—1)+ s(x,.,yj)
F(i,j)=max| (i~ ) d
Fli,j—1)-d
s(ai bj) — punktacja za dopasowa nakéw (np.+1zamatch,-1zamismatch)
d — kara zawstawienie luki (gap penalty, np. -2)
F(i-1j-1) F(i j-1)
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< T OR R

D= =m0 = W

K K Vv D F I A A N K I E v ¥V D Y K D T
0 | -4 |-8 [-12 [-16 |-200 |-24 [.28 [-32 |-36 |-40 |-44 [-48 [-52 |-56 |-60 [-64 [-68 [-72 |.76
A4 s |1 | -3 [ -7 [-110 |-15 |19 |-23 [.27 |31 |-35 |39 [-43 [-47 |-51 |-55 |-59 [-63 |-67
S 1 J1w |6 [ 2 [ -2 |6 [-10 [-14 [-18 [-22 |26 |30 [-34 [-38 |-42 |-46 |-50 [-54 |-58
1213 s |9 |5 | 3 -6 |10 |-14 [-18 [-22 |26 |30 [-34 [-38 |-42 |-46 |-50 [-54
67 2 [ s |8 [4 [0 [ [ -7 -1 -8 =19 |23 |27 |31 (35 -39 |43 |47 [ -5l
20 -1 (-2 [0 |4 (14 |10 |6 |2 |2 |6 |-10 |14 |18 [-22 [-26 [-30 |-34 |-38 |-42
24 s |6 (2 Jo Jw (17 (1o |5 [ -3 [ -7 -0 |- -8 22 26 o300 |-34
28 (<19 [-10 -2 [ 2 (e [13 (18 |14 |10 |6 [2 [-2 -6 [-10[-14[-18 [-22 [-26 |-20
32|23 |- (e (2 2 |9 (17 (218 |14 |10 {6 |2 |2 |6 [-10(-14[-18 |-22
36 |27 [A18 -0 |6 -2 |5 (13 |18 |2 |18 |4 [0 |6 |2 |2 -6 [-10]-14]-18
A0 |31 |22 (-4 |-10 -5 |1 [ 9 |14 |18 |19 |15 |11 |7 |3 [-1 [0 [-4 |8 [-12
A4 )35 |26 [C18 (14 [ 9 (-3 |5 [0 )4 )23 |19 e |12 |8 [ 4]0 |5 ]1 [-3
48 |-39 |30 [-22 |-18 |-13 | -7 6 |10 |19 [22 [ 18 |16 [12 |8 [ 4 |1 |4 |6
S 43 |34 26 (22 (17 (9 312 |6 |15 23 [ 2 [ (IS 713 ]3
56 |47 |38 [-30 |-20 |31 [A13 [ -7 [ -2 |3 [ |19 25 |21 |18 [35 |21 |17 |13 [ 9
00 [-51 [-42 |-34 |-24 |-17 |-17 |-11 | -6 | -1 7 15 (21 [ 24 |20 [21 [32 {28 |24 |20
64 |-55 |46 [-38 [-28 |21 |20 [-15 (<10 [ -5 | 4 |11 [ 17 |20 |22 |19 [ 28 (37 |33 |29

SEQl KEVDFIRANKIEVVDYKDT
SEQZ chz-:r-'ﬂrs_n_i wmlg %
rozpoczecte dziury kontynuacja dziury
TR S S
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