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Dynamiczne struktury danych

Dynamiczne struktury danych

Listy

FIFO

Stos

Kolejki

Listy dwukierunkowe

Listy cykliczne

Drzewa

Drzewa binarne, z porzadkiem, dwukierunkowe

Drzewa zréwnowazone (pézniej .. .)

e © 6 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Grafy i ich reprezentacje (macierz sasiedztwa, listy sasiedztwa, tablica
sasiedztwa)
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U b B
Struktura listy

1 struct el {
2 int klucz;
3 struct el xnast;

4}

typedef struct el ellisty ;
7 typedef ellisty = lista ;

(=)}

L2 [g—13 [g— 4 [g—15]"]
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Stworzenie elementu listy

1 lista 1=0; // badz: elListy *I;
2

s | = malloc(sizeof( elListy ));

4 |—>klucz = 13;

5 |—>nast = 0;

[13] -]
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Usuniecie elementu listy

1 free(1);
2 |=0;
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Potaczenie dwoch elementéw p i g w liste

1 ellisty *p=0, *xq=0;

2

s p = malloc(sizeof( elListy ));
4 p—>klucz = 3;

5 p—>nast = 0;

s q = malloc(sizeof( elListy ));
7 q—>klucz = 13;

8 q—>nast = p;

(13 [e—13 [}
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Stworzenie listy elementéw: 1,2,3,4,....n

1 ellisty *1=0, *p=0;

> int n=b;

s while(n——){

a p = malloc(sizeof( elListy ));
5 p—>klucz = n+1;

6 p—>nast = [

7 | = o

L= 2 =3 [g—{4 915 ]"]
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L
Wyswietlenie listy

1 void WyswietlListe( lista _lista)
2

3 lista | = _lista;

4 while (1)

5 printf ("%d—", I->klucz);
6 | = |—>nast;

T}

8 printf ("[\n");

o}

10

11 int main(int argc, charx argv([])
12 {

13 lista |=0;

14

15 WyswietlListe(_1);
16 }
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Dodanie elementu na poczatek listy

1 void DNPL(lista I, int i) // | wsk. na liste!
2

3 lista p = (lista )malloc(sizeof( elListy ));
4 p—>klucz = i;

5 p—>nast = xI;

6 x| = p;

"}

s int main(int argc, charx argv[]) {

9 lista |=0;

10 DNPL(& 1, 3
1 DNPL(& 1, 2);

> DNPL(& I, 1);

13 DNPL(& |—>nast, 0);
14 WhyswietlListe(_I);
15}

);
)

([ {51

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 12 /232




Dodanie elementu na koniec listy

1 void DNKL(lista I, int i)

2

3 lista p = (lista )malloc(sizeof( elListy ));
4 p—>klucz = i;

5 p—>nast = 0;

6  while ((x1))

7 | = &(xl)—>nast;

8 x| = p;

0}

10 int main(int argc, charx argv[])

12 lista |=0;
13 DNKL(& [, 1);
14 DNKL(& I, 2);
15 DNKL(& I, 3);
16 WyswietlListe

)

/\vvv
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Dodanie elementu na koniec listy inaczej. . .

1 void DNKL2(lista *l, int i)
2

3 while (xI)

4 | = &(xl)—>nast;

s DNPL(l, i);

o}
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Usuniecie pierwszego elementu listy /

1 void UPel(lista x1){ // wsk. na liste!
2 lista p;

3 if (x1 1= 0){

a p = «l;

5 x| = (x)—>nast;

6 free (p);

T}

o}

o int main(int argc, charx argv]])
10 {

11

12 UPeL(& I);

13 }

L= 2 [~ 3 [g—{ 4 [g—15]"]
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Usuniecie ostatniego elementu listy

L= =3 [g—1 4 [g—15]"]

void UOelL (lista *1){ // wsk. na liste!
if (x| == 0) return;
while((x|)—>nast)
| = &(*l)—>nast;
free (x1);
x| =0; // nowy koniec listy!

~ (=)} o » w N =
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Zwolnienie catej listy

L= 2 g3 =14 [g—15]"]
1 void ZwolnijListe ( lista xI)
4
3 lista p =«

+  while (p)

s

6 x| = (xl)—>nast;
7 free (p);

8 p = *l;

o}

0 }
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Zwolnienie catej listy inna wersja

1 void ZwolnijListe2 ( lista x*I)

2 {

3 lista p =, p2;

s x|l =0;

s while (p)

o |

7 P2 =p;

8 p = p—>nast;
9 free (p2);

0}
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Stos
Stos

@ dodawanie

@ Scigganie

1 void StosDodaj( lista *I, int i)
2 {

s DNPL(l, i);

“}

5 int StosSciagnij ( lista *I) {

6 lista p = xl;

7 int i

g if (p ==0) return INT _MAX;
9 i = p—>klucz;

10 x|l = (xl)—>nast;

1 free(p);

12 return i;

13}
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Lista dwukierunkowa

FTE =P =T [=FTa L]
1 struct elC
2 {
3 int klucz;
4 struct elC *nast;
5 struct elC xpop;
6 1
7 typedef struct elC ellListyC ;
s typedef ellistyCx listaC ;
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Lista dwukierunkowa cykliczna

T T2 [T =TT
1 struct elC
2 {
3 int klucz;
4 struct elC *nast;
5 struct elC xpop;
6 1
7 typedef struct elC elListyC ;
s typedef ellistyCx listaC ;
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Dodanie elementu do |. cyklicznej

=T

HIBIN

T FIS=FT

T /)~|3|mﬁ|4|ﬁ$
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void DodajListaC(listaC = _lista, int i)

1

2

3 listaC p, n;

4 p = (listaC)malloc(sizeof( elListyC ));
5 p—>klucz =1i;

6 if (x_lista == 0){

7 * _lista = p;

8

9

p—>nast = p;
p—>pop = p;

10

1 else{

12 n = (x_lista)—>nast;

13 p—>pop = *_ lista;

14 p—>nast = n;,

15 (* _lista)—>nast = p;

16 n—>pop = p;

7}
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Usuniecie elementu z |. cykliczne;

T T=F T a=F s =T L

STl

< /4-|3|~|:s*|4|#

A =T
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1 void UsunListaC(listaC * _lista)

2

3 listaC p;

4 if (x_lista == 0) return;

5 if (x_lista == (x_lista)—>pop){
6 free (+ _lista);

7 *_Iista =0;

8

o else{

10 p = *_lista;

11 p—>pop—>nast = p—>nast;
12 p—>nast—>pop = p—>pop;
13 * _lista = p—>nast;

14 free (p);

15}

16 }
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Dodanie elementu do |. cyklicznej

DodajListaC(l,1);
DodajListaC(l,2);
DodajListaC(l,3);
DodajListaC(l ,4);
DispListCTeX(l, 'a’
UsunListaC(l);
DispListCTeX(l, 'a’
UsunListaC(l);
DispListCTeX(l, 'a’
UsunListaC(l);
DispListCTeX(l, 'a’
UsunListaC(l);
DispListCTeX(l,"a");

© [ ~ (=)} o » w N =

=
N = (=]

-
w
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T 3T T2 T

=R =2 [
T2,

II
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EEC T
Wypisuje elementy |. cykliczne;

1 void WyswietlListe( listaC _lista)
2

3 listaC | = _lista;

4 if (11=0)

5 do{

6 printf ("%d—", I->klucz);
7 | = l—>nast;

8 } while (I I=_lista);

o printf ("|\n");

0 }
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Usuwanie |. cyklicznej

1 void ZwolnijListe (listaC * _lista)
2 {

3 while (x _lista)

4 UsunListaC(_lista);

5

}
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Ly ol
FIFO,LIFO/Stos, kolejki priorytetowe

@ Koncepcja wartownika dla list

@ FIFO — fist in first out

wystarczy dobrze uzywac listy . ..

dodaj do kolejki — O(1)

zdja¢ z kolejki — O(1)

dodajemy na koniec kolejki, zdejmujemy element-gtowe

¢ € ¢ ¢

@ Stos = LIFO — last in first out

wystarczy dobrze uzywac listy . ..

dotéz na stos — O(1)

zdja¢ ze stosu — O(1)

dodawanie/zdejmowanie na/z poczatek/-ku listy

©

¢ € @

@ kolejka priorytetowa
o pola wezta: klucz, priorytet i nast!
@ wstawianie zgodnie z priorytetem
@ zdejmowanie elementu o najwyzszym priorytecie
@ zmiana priorytetu, usuwanie elementu
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Zadanie:
@ Zaimplementuj rekurencyjne wersje oméwionych funkgji.
@ Zaimplementuj faczenie dwdéch list.
@ Zaimplementuj odwracanie kolejnosci elementéw na liscie.
@ Zaimplementuj szukanie okreslonej wartosci w liscie.
@ Zaimplementuj usuwanie okreslonej wartosci w liscie.
@ Zaimplementuj operacje na FIFO
@ Zaimplementowa¢ dla listy cyklicznej:

faczenie dwdéch list, szukanie na liscie okreslonej wartosci.

Woykorzystaé stos do wyznaczania wyrazen zapisanych w odwrotnej
notacji polskiej (ONP).

34+ 2 %

22+ 2+ 10 %
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Drzewa

Drzewa

/\
/\
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Drzewa
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Drzewa

(a+b/c)x(d—exf)
abc/ +def x —x
x +a/bc —dxef e
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Drzewa

Drzewo z porzadkiem

(49)
() (58)
® @ 6 ©®
@ ® ©
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Drzewa

Reprezentacja drzewa

Drzewo binarne

1 struct elDrzewaB

: {

3 int klucz;

4 struct elDrzewaB xlewy;

5 struct elDrzewaB xprawy;

6 1

7 typedef struct elDrzewaB wDrzewaB;
s typedef wDrzewaBx drzewo;
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Drzewa

Drzewo o dowolnej liczbie gatezi

1 // el. listy drzew

2> struct elDM

s {

4+ struct elDrzewaM xklucz;

5 struct elDM xnast;

6 1

7 typedef struct elDMx listaDrzewM;
s // wezet drzewa z wieloma dzie¢mi
o struct elDrzewaM

10 {

11 int klucz;

12 listaDrzewM dzieci ;

13}

12 typedef struct elDrzewaM xdrzewoM;

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 37 /232



Drzewa

Wezty z info o przodku

1 struct elDrzewaB

 {

3 int klucz;

4 struct elDrzewaB xlewy;
5 struct elDrzewaB xprawy;
6 struct elDrzewaB xojciec;

7§
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Drzewa

Drzewo — stownik z porzadkiem

1 struct elDrzewaB

: {

3 int klucz;

4 int licznik ;

5 struct elDrzewaB xlewy;
6 struct elDrzewaB xprawy;
7 struct elDrzewaB xojciec;
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Drzewa

Podstawowe operacje stfownikowe
@ Dopisz
@ Znajdz
@ Usun
@ Maximum, Minimum,

@ Poprzednik, Nastepnik
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Drzewa

Drukowanie drzewa

void DrukujDrzewo0O(drzewo d, int glebokosc)

1
2
s if (d == 0) return;
2 DrukujDrzewo0(d—>lewy, glebokosc + 1);
s for (int i =0;i < glebokosc; i++)
6 putchar('y");
7 printf ("%d\n", d—>klucz);
s DrukujDrzewo0O(d—>prawy, glebokosc + 1);
9

}
10 void DrukujDrzewo(drzewo d)
11 {
12 DrukujDrzewo0(d, 0);
13 putchar("\n");

14}
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Drzewa

Drzewo z porzadkiem

(49)
() (58)
® @ 6 ©®
@ ® ©
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Drzewa

Dodawanie do drzewa

1 void DodajD(drzewo x*d, int klucz){

2 if (xd == 0){

3 *d = (drzewo)malloc(sizeof (wDrzewaB));
4 (*d)—>klucz = klucz;

5 (xd)—>licznik = 1;

6 (*d)—>lewy = (xd)—>prawy = 0;

7
8
9

else if (klucz < (xd)—>klucz)

DodajD(&(*d)—>lewy, klucz);

10 else if (klucz >(xd)—>klucz)
11 DodajD(&(*d)—>prawy, klucz);

12 else
13 (xd)—>licznik++;
14 }

15 int main(int argc, charx argv []){
16 drzewo d =0, xw;

17 DodajD(& _d, 44);

18 DrukujDrzewo(_d);

19 }

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 43 /232



Drzewa

Szukanie w drzewie

1 drzewox ZnajdzD(drzewo *d, int klucz)

2

{

3 if (xd == 0) return 0;

4 if (klucz < (*d)—>klucz)

5 return ZnajdzD(&(xd)—>lewy, klucz);
6 else if (klucz >(*xd)—>klucz)

7 return ZnajdzD(&(xd)—>prawy, klucz);
s else

9 return d;

10 }

11

12 int main(int argc, charx argv[]){

13 drzewo d =0, xw;

14 DodajD(& d, 44); ...

15w = ZnajdzD(& d, 33);

16 if(w!=0)
17 printf ("%d\n", (xw)—>klucz);
18 }
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Drzewa

Zwalnianie drzewa

1 void ZwolnijD(drzewo xd)
A

s if (xd == 0) return;

4 ZwolnuD(&( d)—>lewy);
s ZwolnijD(&(*d)—>prawy);
6 free(xd);

7 xd = 0;

o}
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Drzewa

Minimum i maksimum drzewa

1 drzewox MaxD(drzewo *d)
2 {

s if (xd == 0) return 0;
2 while ((xd)—>prawy)
5 d = &(*d)—>prawy;
6 return d;

8

}
drzewox MinD(drzewo *d)
{
10 if (xd == 0) return 0;
11 while ((xd)—>lewy)

12 d = &(xd)—>lewy;
13 return d;
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Drzewa

Usuwanie z drzewa

1 void UsunD(drzewo *d, int klucz)
2
{
s drzewo *do_ usuniecia, us;
a if (xd == 0) return;
s d = ZnajdzD(d, klucz);
6 if (d == 0) return;
if ((¥d)—>licznik > 1)

° (*d)—>licznik——;
10 return;

a )

12
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Drzewa

13

wu if ((xd)—>lewy == 0 || (*d)—>prawy == 0)
15 do__usuniecia = d;

16 else

17 {

18 do usuniecia = MaxD(&(xd)—>lewy);

10 (*d)—>klucz = (*do__usuniecia)—>klucz;

20 (xd)—>licznik = (*do__usuniecia)—>licznik;
21 }

22 us = xdo__usuniecia;

23 if ((xdo_usuniecia)—>lewy == 0)

24 «do__usuniecia = (xdo__usuniecia)—>prawy;
5 else

26 «do__usuniecia = (xdo__usuniecia)—>lewy;

27 free(us);

28}
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Zadania

@ Zaimplementuj inne funkcje drzewa/stownika w j. C.

@ Napisa¢ algorytm, ktéry dla N liczb wejsciowych zbuduje drzewo
mozliwie doktadnie wywazone.

@ Napisz funkcje wyswietlajace drzewo w uktadach (RLP — wzdtuzny),
(LRP — poprzeczny), (LPR — wsteczny).
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Drzewa

@ Zaproponowa¢ algorytm wyliczania wszystkich mozliwych
drzew-wyrazen z zastosowaniem nawiaséw dla dowolnego wyrazenia
postaci:

Ly opy Lo opz ... opn—1 Lp,
np. dla:
a+b/cxd—exf

@ j.w., lecz tylko tych wyrazen, ktére spetniaja réwnosé:
Ly op1 L opz ... opa-1 Ly = p,
np.:
6x8+20:4—-2=58
3248 : 16 — 3 % 315 — 156 « 2 = 600

o Napisz funkcje szukajaca wezet o wskazanym kluczu w drzewie bez
porzadku (rekurencyjnie).

@ j.w. lecz nierekurencyjnie, ale wykorzystujac strukture wezta ze
wskaznikiem na ojca.
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Drzewa

@ Napisz procedury wyznaczajace: wartos¢ minimalna, maksymalna,
poprzednia i nastepna dla drzew binarnych z porzadkiem.
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Grafy

G=(V,E)

V' — zbidr wierzchotkéw
E — zbior krawedzi (elementami sa pary wierzchotkéw)
Grafy:
@ Zorientowane — krawedzie s3 parami uporzadkowane (v, w), tj,
istnieje pofaczenie v z w.

@ Niezorientowane — krawedz (v, w) oznacza potaczenie vz wiw z v
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Reprezentacje graféw
@ Macierz sasiedztwa, M[i, ] = 0/1:

0101
0010
(O—(2) 000 0
0110

@ Listy sasiedztwa:
O wi (2 [—{4 ][]
wa: (3 [
W3:

wa: [2 [ 3
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Grafy

@ Reprezentacja tablicowa

AW [IN |-

O—0

oO|lo|lo|lo|o|j||Oo|N|O

Ol |[N|o|u
WIN WD
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Terminologia okoto-grafowa

v jest sasiadem w, gdy istnieje krawedz (v, w)
Stopien wierzchotka: liczba sasiadéw

Droga/sciezka: ciag krawedzi — (vq, v2), (v2,v3), ..., (Vk—1, Vk)

e © ¢ ¢

Cykl: droga z pewnego wierzchotka v do v (musi skfada¢ sie
przynajmniej z jednej krawedzi!)

(]

Graf spéjny: istnieje sciezka pomiedzy kazda para wierzchotkéw

@ Drzewo: graf spéjny bez cykli!

o Klika grafu G = (V/, E): podzbiér V' C V taki, ze dla kazdej pary
wierzchotkéw p, g € V/ istnieje krawedz (p, q) € E.
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Ztozonosé

Ztozonosé

ZYozono$¢ — rozmiar zadania
Ztozonos¢:
@ Czasowa

@ Pamieciowa

Ztozono$¢ czasowa: czas pracy programu wyrazony jako funkcja rozmiaru
zadania.

Ztozono$¢ pamieciowa: zajetos¢ pamieci przez program wyrazony jako
funkcja rozmiaru zadania.

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 58 /232



Definicja

Ztozonos¢ czasowa programu wykorzystujacego g(n) jednostek czasowych
jest O(f(n)), jesli istnieje stata c i

g(n) < cf(n),

dla prawie wszystkich n (wszystkich z wyjatkiem skonczonego zbioru
wartosci n).

O(f(n)) jest rodzing funkcji spetniajacych powyzsza definicje.

g(n)=3n* = 0(n?)
g(n)=.01n = O(n)
g(n)=n+44n+n'2 = 0O(nd)

| O(f(n)) | ma ztozonos¢ f(n) | jest rzedu f(n) |
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Ztozonosé

— g(n)
r —f;(n)
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Ztozonosé

g(n) = 1024 = 0(1)
g(n)=025 = 0(1)
g(n)=n+ 1 = 0O(n)
g(n )zn—i—logn = O(n)

Prawidtowy jest tez zapis:

1-0() (odpowiednik matematycznego € w: 1 € O(1))
5n

5n

O(n)
O(n2)
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Ztozonosé

5n+ O(n) = O(n)

5n+ O(n) = O(n?)

5n + O(n?)#0(n)

n*#£in* + 0(nd)

g(n) = n®+5n> — 22n = O(n%)
n+1/logn= O(n)

n? + O(n) = O(n?)
n? 4 c- 0(n) = O(n?)

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych

n? 4+ O(nlog n) = O(n?)
2yt = o(n?)

mrtl) 0,502 = O(n)

") 0307 = O(n?)
n+2-0(n?) = 0(n?)
n+logn- O(n?) = O(n%log n)
PEL = 0(1)
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Ztozonosé

g(n) = akn* + a_1n* "1+ .. +an+a=0(n) dlaa>0

33.2" = O(2")
on+2 4 n® = 0(2")
2" = 0(3")

37 £ 0(2")

V= 0(y/n)
vn=0(n)

In = 0(y/n)
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Ztozonosé

Granice rozmiaru zadania vs. ztozono$¢

Max roz. zadania
Ztozonos¢ 1s 1min 1h
n 1000 | 6-10* | 3.6 - 10°
nlogn 140 | 4893 | 2.0-10°
n? 31 244 1897
n’ 10 39 153
2" 9 15 21
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Ztozonosé

Whptyw 10-krotnego przyspieszenia komputera na maksymalny rozmiar

zadania
Ztozonos¢ | R.z.przed R.z.po
n St 10s;
nlogn S 10sy(dla duzych sp)
n® S3 3.16s3
n’ Sy 2.15s,
2" S5 S5 + 3.3
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Ztozonosé

Ztozonosé c.d.

Ztozonos¢ pesymistyczna (z. czasowa) — z. najgorszego przypadku.

Ztozonos¢ srednia — srednia z. po wszystkich danych rozmiaru n.

Z. pesymistyczna nierzadko réwna jest z. $redniej.
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0,0iQ

O — asymptotyczna granica gérna
O(f(n)) = {g(n) : EIC>0,no>0 vn}no 0< g(n) < Cf(n)}

Q — asymptotyczna granica dolna
Q(f(n)) ={g(n) : Ie>0,m0>0 Ynzn, 0 < cf(n) < g(n)}

© — asymptotycznie doktadne oszacowanie

O(f(n)) = {g(n) : 3c;>0,0,n0>0 Ynzn, 0 < cif(n) < g(n) < cof(n)}
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Ztozonosé
T T

T T T T T T T T T
10+ 7C2-f(X) B
— g(n)
—c - f(x)
8, |
6, |
4, .
2, |
O, |
| | | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
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Klasy P i NP

Klasa P gdy algorytm ma ztozonos$¢ wielomianowa.

Klasa NP gdy algorytm nie ma zfozonosci wielomianowe;.
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Ztozonosé

Kryteria kosztéw

@ Jednorodne kryterium kosztéw
zaktada sie, ze jedna instrukcja wykonywana jest w jednej jednostce
czasu
zaktada sie, ze kazdy rejestr wymaga jednej jednostki pamieci

I(i) =1

@ Logarytmiczne kryterium kosztéw
[uwzglednienie dtugosci stowa komputera]

i) = {klog“u +1 zg

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 70 /232



Ztozonosé

Ztozonos¢ Kotmogorowa i Levina
Ztozonos$¢ Kotmogorowa
Kuy(x) = min { I(p) : program p prints x}. (1)
P
Ztozono$¢ Levina

Kty(x) = mpin { I(p) + log t(p. x) : program p
prints x in t(p, x)}. (2)
Warunkowa ztozono$¢ Levina
Kty (w|x, ¢) = mpin{l(p) + log t(p, x) : program p

prints w and test ¢(w) = x in t(p, x)}. (3)
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Ztozonosé

Zadania

@ Wyznaczy¢ ztozonosé réznych funkeji dotyczacych operowania na
listach i drzewach.

@ Jaka jest ztozonos$¢ wyznaczania wektora o maksymalnej normie ze
zbioru S = {x;:i=1,...,n, x € RY}?
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Sortowanie

Zadanie sortowania

Wejscie: zbiér liczb
dl,.--,dn

Wyjscie: ciag liczb spetniajacy

a,-1<...<a,-n
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Sortowanie

Algorytmy sortowania i ich ztozonosci

Trudno gorzej niz O(n?)
Azdo...O(n) WM

Sortowanie za pomoca: tablic, drzew, kolejek
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O(n?) — przykfady

@ Sortowanie przez proste wstawianie
@ Sortowanie przez wstawianie potéwkowe (ZADANIE)
@ Sortowanie przez proste wybieranie

@ Sortowanie babelkowe

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 75 /232



Sortowanie

1 void ProsteWstawianie(int a [], int n)

2 { . . .

3 nt 1, J, x;

s for (i =11 <n;i++)

s o

6 if (a[i] < a[0]){ x =a[0]; a[0] =a[i]; }

7 else x = a[i];
8 for (j=i—1; x <a[j]; j—)
9 a[_] +1]:a[j];

10 alj + 1] =x;
a )
2}

Wynik posredni dla i-tej iteracji petli for:
ai,...,aj—1 (posortowane) aj,...,an (nieposortowane)
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Sortowanie

1 void ProsteWybieranie(int a[], int n)
2 {

3oint i, j, k, x;

s+ for (i =0;i<n—1;i+4)

6 k =i; x=a[i];

7 for (j=i4+1j<n j+4)
e if (afi] <x){

9 k=j;, x=a[j];

11 alk] = a[i]; a[i] =x;

13}

Najmniejszy na poczatek, na druga pozycje najmniejszy z pozostatych, itd.
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Sortowanie

1 void SortowanieBabelkowe(int a[], int n)

: { . . .

3 nt 1, J, x;

a for (i =1;i<n; i++)

s o

6 for (j =n—1,j>=1ij—)

7 if (a[j —1] >a[j]) {

8 x =a[j — 1] a[j — 1] =a[]; a[j] =x

Duze babelki szybciej wychodzg na powierzchnie . ..
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Algorytmy sortujace w O(nlog n)

Ztozonos¢ sredniego przypadku, a pesymistyczna ztozonosé¢

@ Sortowanie przez kopcowanie
@ Szybkie sortowanie
@ Drzewa z porzadkiem

@ Sortowanie przez faczenie (ZADANIE)
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Sortowanie przez kopcowanie

Algorytm in-situ, jak poprzednie, ale o ztozonosci O(nlog n).
Warunek kopca: R>LiR> P
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie

Kopiec
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sokocluedlen i
Kopiec c.d

Reprezentacja: drzewo lub tablica

PARENT (i) = (i — 1)/2
LEFT(i) = 2i + 1

RIGHT (i) = 2i + 2
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22510 (o [l
Heapify — O(log n)
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie

+ #tdefine LEFT(i) (2+i + 1)
> #define RIGHT (i) (2xi + 2)
s void Heapify(int A[], int i, int heapSize)
a{ int |, r, x, largest;
|=LEFT(i); r=RIGHT(i);
if (I < heapSize && A[l] > A[i])
largest = I;
else largest =1i;
if (r < heapSize && A[r] > A[largest])
10 largest =r;
u o if (largest 1=1) {
12 x = Ali]; Ali] = Allargest|; A[largest] = x;
13 Heapify (A, largest , heapSize);

14 }

© [ ~ [=)] (&)
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Budowanie kopca

1 void BuildHeap(int A[], int n)

2 {

3 int i:

s for (i=(n—-1)/2i>=0;i—)
5 Heapify(A, i, n);

5}

kopce, kopce kopcéw, ...
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie

(KIS) Algorytmy i struktury danych 93 /232




22510 (o [l
Ztozonos¢ procedury BuildHeap(A)

@ Heapify — O(h) — h wysokos¢ kopca
o n elementowy kopiec ma co najwyzej [n/20+1] pod-kopcéw wysokosci
h

o Catosé:

|log n| n Llog n] h
> {WW O(h)zO(n > g)

h=0

mamy jednak:

ostatecznie:
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Sortowanie przez kopcowanie

@ Zbudowanie kopca
@ Korzeh = max

@ Usuniecie korzenia (na koniec ...) i powtarzanie ...
[zamiana max i el. ostatnim, i skrécenie tablicy A]
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void HeapSort(int A[], int n)

{

1

2

3 int i, x, heapSize = n;

2 BuildHeap(A, n);

s for (i =n—1;i>0;i——)
6

7

8

x = A[0]; A[0] = A[i]; Ali] =x;
Heapify(A, 0, ——heapSize);
o}
10 }

Ostateczna ztozonos¢: O(nlog n)
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Sortowanie Sortowanie przez kopcowanie

Zadania

e © ¢ ¢

Przesledzi¢ na kilku okoto 10 elementowych tablicach oméwione
algorytmy sortowania.

Opracuj algorytm sortowania przez wstawianie potéwkowe.
Opracuj algorytm sortowania przez taczenie.

Zaproponowaé wersje iteracyjna rekurencyjnej procedury Heapify.
Analiza ztozonosci algorytméw (poréwnaj liczby poréwnan,
przestawien, poszczegdlnych pod-etapéw réznych algorytméw).
Przesledz zachowanie sie algorytméw sortowania dla najlepszych i
najgorszych przypadkéw.

Co mozna powiedzie¢ o ztozonosciach O, 2, © dla algorytméw
sortowania przez przestawianie, wybor i sortowanie babelkowe?
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aleciplerblize ezl
Algorytm szybkiego sortowania (Quicksort)

Dziel i zwyciezaj!

@ Dziel na dwie czesci Ai B.
A ma elementy nie wieksze od x,
B ma wieksze od x.

@ Zwyciezaj: sortuj A i B.
@ Laczenie AiB.
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1 void QSort(int A[], int p, int r)

2 {

3 int q;

4 if(p<r){

5 q=Partition(A,p,r);
6 QSort(A, p.q);

7 QSort(A, g+1,r);

4
T2 A (< [Par A <[ APy [ < Agrr A ]
I
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1 int Partition (int A[], int p, int r)
2 {

s int _r =rand()%(r—p+1)+p, x, i, J;
« x =Alpl; Alp] = A[_r; A[_r] =x;
s x = Alp];

6 1 =p—Lj =r+l;

7 do {

8 do { j——; } while (A[j]>x);

9 do { i++; } while (Afi]<x);

10 if (i <j){y=A[i]; Ali] =A[]; Ali] =v; }
u } while (i <j);

12 return j;

13}

Alp.il < x < Al,r]
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Ztozonos¢ szybkiego sortowania

@ Ztozonos¢ funkcji Partition: ©(n)
@ Najlepszy przypadek: ©(nlog n)
@ Najgorszy przypadek: ©(n?)

@ Sredni przypadek: ©(nlog n)
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SR WENTE  Algorytm szybkiego sortowania

Najlepszy przypadek: ©(nlog n)
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Poniewaz:

@ Koszt catosciowy kazdego z pozioméw: ©(n)
@ Liczba pozioméw: [log n|
e T(n)=2T(n/2)+ ©(n) = O(nlogn)
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Najgorszy przypadek: ©(n?)

(m)
@ &-D
© G-
© -
© @D
/\

NJ (KIS)

Algorytmy i struktury danych

Poniewaz:
@ Koszt catosciowy kazdego z
pozioméw: ©(n)
@ Liczba pozioméw: n
@ T(n)=T(n—1)+06(n) =

21 0(1)
T(n) =0 (1)
T(n) = ©(n?)

104 /232



Al e b ChEy et
Sredni przypadek: ©(nlog n)

@ Niech T(n) bedzie srednim czasem sortowania przez QS
@ Wtedy czasy wywotan rekurencyjnych to T(i) i T(n— i)
@ Kazde i jest jednakowo prawdopodobne — wybrane fosowo

@ Wykonanie Partition kosztuje ©(n)

Mamy wiec:

n—1

T(n) = = S_[TG) + T(n— )] +©(n)

i=1

jako ze kazde T(j) w Y wystepuje 2 razy:
2 n—1
T(n) = - ; T(i)+©(n)
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Przez indukcje chcemy pokazaé:

T(n) < anlogn+ b+ ©(n) a,b>0

Dla n = 1 — prosto znalez¢ odpowiednie a, b!
Dlan>1

n—1

T(n) < 23" (aklog k + b) + ©(n)
k=1

25 171 n—1
==Y klogk +2b—— + ©(n)
k=1 n

n
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Skorzystamy z:
1 1,

n—1
Zklogk<§n2|ogn—§n
k=1
Mamy wiec:

2a 1 , 1, n—1

<_ — — — —

T(n) - [2” log n 8n}+2b - + O(n)
<an|ogn—§n+2b+@(n)
an
:anlogn+b+[—f+b+@(n)}

<anlogn+ b dla duzego a
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Wr6émy do:

1
Zklogk —n 2logn — =n?

8
[n/2]-1
Zklogk— Z klog k + Z klog k
k=[n/2]
Wiemy, ze:
[n/2]-1 [n/2]-1

log[n/2] Z k > Z k log k
k=1 k=1

n—1 n—1
log n Z k > Z k log k

k=[n/2] k=[n/2]
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n—1 [n/2]-1

Zklogk < (logn—1) Z k +logn Z k

k=1 k=[n/2]
n—1 [n/2]-1

:IognZk— Z k
k=1 k=1

1 1n
< =n(nh—1)I ——(==1
5n(n—1)logn— 22(2 )
1 1
<2 2Iogn—gn2
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Algorytmy sortowania O(n)

@ Sortowanie przez zliczanie

@ Sortowanie kubetkowe

Sortowanie przez zliczanie

Zatozenia:
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Algorytmy sortowania O(r)

IDEA: Jesli wiemy ile jest elementéw mniejszych od pewnego A;, wiemy
gdzie (na ktdrej pozycji) powinien by¢ umieszczony element A; w tablicy
posortowane;j:

[{k: Ax < Ai, Ace A} =777
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Algorytmy sortowania O(r)

1 // A-wejscie, B-wyjscie

2 void SortZliczanieProste (int A[], int B[], int n, int k) {
3 int i, j=0, *C=malloc(kxsizeof(int));

a for(i=0; i<k; i++) C[i]=0;

5 for(i=0; i<n; i++)

6 CIA[i]]++; // zliczanie

7 for(i=0; i<k; i++)

8 while(C[i]——)

o Blj++]=i;

10 free (C);

H
y
-
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Algorytmy sortowania O(r)

// A-wejscie, B-wyjscie
void SortZliczanie (int A[], int B[], int n, int k) {

int i, *C=malloc(kxsizeof(int));
for(i=0; i<k; i++) C[i]=0;
for(i=0; i<n; i++)

CIA[i]]++; // zliczanie
for(i=1; i<k; i++)

Cli]+=Cli—1]; // ile <= od i
for(i=n—1; i>=0; i——)
f I(SC[;—C[A[i]]]zA[i]; // w odpowiednie B[.] Afi]

© [ ~ (=)} o » w N [

[
[=}

=
[

-
N
—~
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Algorytmy sortowania O(r)

A01234567B-01234567
2 3/0[2(30]3 ' 3
clol1]2]3]4 5 |0l1]2[3]4[5]6]7
2702301 0 3
CIA[i]]++

s |0[1[2][3]4][5]6]7
cl0]1]12]3]4]5 [olol2]2]3[3[3][5
212)14]7]7]8 BIC[A[i11]:=A[4]

Clil+=C[i-1]
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Algorytmy sortowania O(r)

Ztozonos¢ sortowania przez zliczanie

Wiersze 3-4: O(k)

Wiersze 5-6: O(n)

Wiersze 7-8: O(k)

Wiersze 9-10: O(n)

Razem O(k) + O(n) = O(n+ k)
= O(n), gdy k= O(n)

Stabilny = liczby o tej samej wartosci w tej samej kolejnosci w A i w B!
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Algorytmy sortowania O(r)

Algorytm sortowania kubetkowego

Sredni czas: O(n)
Zatozenia:
o Ael0,1) i=1,....n
@ A; maja rozktad jednostajny(!)
IDEA:
Kubetki = dzielimy [0,1) na n podprzedziatéw.

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 116 / 232



Algorytmy sortowania O(r)

A B
[0 [=—{0.02] « |
1]0.21
§ 8:82 | 2 [ 4+—10.27] ~+—0.21] ¢ |
4 (027
2 8-2‘1‘ [ 4 [—0.42] J—]0.41] o}—{0.44] ¢ |
7 0.8 L5 [~—{0.54] « |
8 [ 054 (5 [
9 | 0.69
10| 042 (7]
[ 8 [ ~—{0-88] < |
9 [=—{0.93] < |
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Algorytmy sortowania O(r)

1 void SortKubelkowe(int A[], int n)

2 {

3 int i;

a for(i=0; i<n; i++)

5 wstaw A[i] do listy B[[nA[i]|] z porzadkiem;
6 potacz listy BJ[O], ..., B[n—1];

7 wynik umies¢ w A;
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AlEmiy s @)
Oczekiwana ztozonos¢ sortowania kubetkowego
w. 3-5 O(n)

w. 6-7 777

n;j — zmienna losowa oznaczajaca liczbe elementéw w Bi].
Sortowanie z w. 5 i-tego kubetka dziata w O(n?).

Czas oczekiwany posortowania B[i] wynosi:
E[O(n})] = O(E[n7))

Wtedy oczekiwany czas wykonania w. 6-7:

i=0

S O(E[R]) = (ZEW])
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Algorytmy sortowania O(r)

Prawdopodobienstwo p, ze element trafi do B[i] wynosi 1/n
(1/n rozmiar przedziatu BJi]).

Zmienna n; ma rozktad dwumianowy.

P(n; = k) = b(k; n, p)

E[n]l=np=1

Var[nj] = np(1—p)=1—1/n

Wiemy, ze Var[n;] = E[n?] — E?[n;]

E[n?] = Var[n] + E?[n]=1-1+12=2-1 =09(1)

n

0] (”2—: E[n,2]> =nO(1) = O(n)
i=0
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Algorytmy sortowania O(r)

Zadania

@ Zaimplementuj 3 rézne algorytmy szybkiego sortowania réznigce sie
sposobem wyboru elementu podziatu

o pierwszy element (A[p]),
o losowy element,
@ mediana z 3 losowo wybranych elementéw.

Poréwnaj zachowania sie algorytméw dla losowych ciagéw, jak i
uporzadkowanych (czesciowo tez).

@ Jak usprawni¢ algorytm sortowania kubetkowego, aby jego
pesymistyczny czas wynosit O(nlog n)?
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Statystyka pozycyjna
Wybér k-tego najmniejszego elementu

Mediana
k = 5 — mediana
Rozwigzanie
@ Sortowanie — drogie...— O(nlog n)

o Dziel i zwycigzaj — O(n)
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alezialliogs
Algorytm Hoare'a

Idea:

@ Podziel S na trzy zbiory S1 (< m), S2 (= m), Sz (> m).
@ Aby czas byt liniowy dtugosci S1 i S3 musza by¢ utamkami dtugosci S.

@ Powtarzamy rekurencyjnie. ..
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e LA Algorytm Hoare'a

Jak znalez¢ m, dla ktérego liczba wartosci mniejszych i

utamkiem S?

@ Podzieli¢ S na | ¢ ] zbioréw.

@ Posortowaé podzbiory (ile to kosztuje?).
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wiekszych bedzie
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e LA Algorytm Hoare'a

@ Niech M bedzie ciagiem median posortowanych ciaggéw (M ma |[n/5]

elementow).

@ Znajdz mediang m ciagu M (T(n/5) szybciej niz T(n)...)
@ Podziel S na trzy zbiory 81 (< m), S2 (= m), 83 (> m).
. o | |

CNC

)

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych

: .) ciag median
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e LA Algorytm Hoare'a

Gdzie jest k-ty element?
W 51, 82 czy 83?

o Jesli |S1| > k — 81 ma k-ty element, w p.p.
o Jesli |S1] 4+ |S2| > k — S2 ma k-ty element = m!
® w p.p. k-ty element jest w S3, jako k — |S1| — |S2| element w S3.
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e LA Algorytm Hoare'a

1 Select(k,S) {

> if (|S] <50) {

3 sortuj S;

4 return k-ty najmniejszy;

s}

6 else {

7 podziel S na [|S]/5] mozliwie réwnych ciagéw;
8 sortuj kazdy taki ciag;

9 niech M bedzie ciagiem median powyzszych podciagéw;
10 m=Select([|M|/2], M);

11 Podziel S na S1(< m),S2(= m),S3(> m);

12 if (]S1] >= k) return Select(k,S1);

13 else

14 if (]S1]+ |S2| >=k) return m;

15 else return Select (k—|S1| — [Sa2|, S3);

6}

17 }
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e LA Algorytm Hoare'a

Analiza algorytmu

Zatézmy, ze dla ciggu dtugosci n algorytm wykonuje T(n) operacji.
w. 3 — O(1)

w. 8 — O(n)

w. 9 —n/5

w. 10 — T(n/5)
w. 11 — O(n)

w. 121 15 — T(|S1]) i T(|S3]) odpowiednio (wykonywane jest tylko jedno
z nich!)
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e LA Algorytm Hoare'a

elementy

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych

elementy >m

ciag M (uporzadkowany)
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e LA Algorytm Hoare'a

@ M ma co najwyzej [n/10] elementéw > m

@ Wtedy S1 ma co najwyzej n — 3| n/10] elementéw.
Dlan>50 |Si|<3n/4.

@ Podobnie dla Ss.

@ Czyli w. 12 i 15 wymagaja nie wiecej niz T(3n/4)
Mamy wiec:

T(n)<ecn dla n <50
T(n) < T(n/5)+ T(3n/4)+cn  dlan>50

Mozna (przez indukcje) pokaza¢, ze T(n) < 20cn.
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alecpnbeleull
Algorytm wyboru

1 Select2(k,S) {

2 if (|S|=1) return S[1];

3 else

o {

5 m = S[Random(1,n)];

6 Podziel S na S1(< m), Sa(= m), S3(> m);
7 if (]S1] >= k) return Select2(k,S1);

8 else

9 if (|S1]+ |S2| >= k) return m;

10 else return Select2 (k—|S1| — |S2/,S3);
u )

2}
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SIETE LA Algorytm wyboru 11

Ztozonos¢ sredniego przypadku algorytmu Select2

o Kazdy indeks i wybranego elementu m w w.5 (po wykonaniu partition
w.6) jest tak samo prawdopodobny.

o Jesli i > k to wykonywana jest funkcja Select dla ciggu i — 1
elementowego.

o Jedlii < ktodlan—1.

Stad oczekiwany koszt w.7 lub w.10 — usredniamy po réznych mozliwych
wartosciach i dla zadanego k:

S|
S|

i=n—k+1

k—1 n n—1 n—1
> T(n=i)+ > T(i—l)] = [ ST+ T()
i=1 i=k

i=k+1
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SIETE LA Algorytm wyboru 11

Wtedy dla T(n) mamy:

T(n) < cn—l—ma {%[ "z: T()—i—ZT(]}

i=n—k+1

Przez indukcje otrzymujemy:

T(n) < 4cn.
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SIETE LA Algorytm wyboru 11

Zadania

@ Zapisz ostateczng posta¢ wiersza 11 funkcji Select.

@ Przeanalizuj dziatanie funkgji Select dla wybranego ciggu dtugosci
okotfo 8 elementéw.

@ W wierszu 7 na stronie 127 dzielimy S na podciagi dtugosci 5. Jak
algorytm zachowa sie dla innych liczb (3,4,7,11,etc.)?

@ Co mozesz powiedzie¢ o algorytmie szybkiego sortowania w ktérym
procedura Partition dzielita by zbiér wzgledem mediany? Co dzieje sie
ze ztozonoscia sredniego przypadku, a co ze ztozonoscia najgorszego
przypadku?

@ Udowodni¢ przez indukgcje, ze dla algorytmu Select mamy:

T(n) < 20cn.

@ Udowodni¢ przez indukcje, ze dla algorytmu Select?2 mamy:

T(n) < 4cn.
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Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy metodg Strassena

Zwyczajne mnozenie — O(n®) — Cj = 3°, A By
Mozna tak:
A11Ar2 BiBi2 | _ | CuC2
A21A2 B>1 B G1C
gdzie
Ci1 = A11Bi1 + A12Boy
Ci2 = A11Bi2 + A12B2

(1 = A21Bi1 + A Boy
Coo = A21Bia + A Boo
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Mnozenie macierzy

Ogodlny koszt:
an®

T(n)=mT (g) + e

Wted
’ T(n) < kn'°&™

k — stafa

Strassen — m = 7!

7 mnozen i 18 dodawan

Mamy wtedy algorytm mnozenia o ztozonosci O(n'°87) = O(n?®1).
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Mnozenie macierzy

my = (A2 — Ax)(B21 + B22)
my = (A11 + A2)(Bi1 + B22)
m3 = (A1 — A21)(Bi1 + Br2)
my = (A11 + A12) B2
ms = A11(B12 — B22)
me = Az2(B21 — Bi1)
my = (Az1 + A2)Bn

wtedy
Cii=m +my— my+ meg
C12 = my + ms

Co1 = me + my
Coo = mp + m3 + ms — my
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Mnozenie macierzy

n=103 n® =10° n*8 =27.108

n=10° n*=10" n*®=72.10"
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Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne

@ Oblicza rozwigzania wszystkich podzadan.
o Kolejnos¢ rozwigzywania zadan od matych do duzych.

@ Rozwiazania matych zadan stuza pomoca w rozwiazywaniu wiekszych
zadan.

@ Rozwigzuje w czasie wielomianowym, to co wydaje sie bardziej trudne.
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Programowanie dynamiczne

Mnozenie ciggu macierzy

M:I\/l1><l\/12><...M,,

Niech M; maja rozmiar r; 1 X r;.

Wotedy koszt mnozenia M; X M1 wynosi ri_1 - fj - rit1.

M = Ml X M2 X M3 X M4
[10 x 20] [20 x 50] [50 x 1] [1 x 100]

Koszty?
Ml X (M2 X (Mg X M4)) — 125.000
(Ml X (M2 X Mg)) X M4 — 2.200
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Programowanie dynamiczne

Liczba wszystkich mozliwych nawiasowan
1 =
P(n) =4 ps "
Y1 P(k)P(n—k) n>1

P(n)=C(n—-1)
C(n) — tworzy ciag liczb Catalana:
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Programowanie dynamiczne

Optymalne nawiasowanie

Zatézmy, ze ciagg M = My, Mo, ..., M,

dzielony jest na

L= My, My ....,MgiP=Myy1,Mpio,....,M, (1< k<n)

(L) x (P)

w wyniku pewnego nawiasowania.

Najpierw nastepuje mnozenie ciaggu L i P, a nastepnie mnozenie
My x X Miiq..n (tj. produktow L i P).

Jesli nawiasowanie ciagu M jest optymalne, to réwniez nawiasowanie L i P
jest optymalne.
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Programowanie dynamiczne

Niech mli, j] bedzie kosztem wymnozenia ciggu macierzy M; x ... x M;
(dla optymalnego nawiasowania).

ml[i,ij]=0 i=1,....n

Dla pewnego k (i < k < j) koszt:

mli,j] = mli, k] + m[k +1,j] + ricirer; i <]

mli,j] = koszt(L = M; x ... x My) + koszt(P = M1 % ... x M;) +
koszt(L x P)

Mozna wybraé k tak, aby koszt byt jak najmniejszy:

i

minj<k<j [mli, k] + mlk +1,j] + riciner] @<

Zobaczmy, ze m[2,6] wymaga m[2,2], m[2, 3], m[3, 4], m[2, 4], m[3, 6], etc.
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Programowanie dynamiczne

1 MatrixChainOrder(n,r,m,s)

2 {

3 for(i=1; i<=n; i++)

4 m[i,i]=0;

s for(l=1; I<=n-1; I4+4)

6 for i=1; i<=n—I; i++)

7oA

8 j=i+l;

9 m[i,j]= minjck<j (Mi, k] + m{k + 1, j] + r[i — 1] = r[k] * r[j])

10 s[i,jl= argminick<;j (m[i, k] + mlk + 1, /] + r[i — 1] * r[k] * r[j])

11

2}
m[1,2], m[2,3],m[3,4]...,m[L,3],m[2,4], m[3,5],...,m[1,4], m[2,5],...
m[1, n] — koszt catkowity s[1, n] — gtéwne nawiasowanie

s[1,s[1, n]] i s[s[1, n] + 1, n] — kolejne nawiasy od zewnatrz
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Programowanie dynamiczne

(M1 x oo X M span) X (M sa)j+1 X -+ - X Mgj1,0]))

X

((Ms[l,n]-H X X Ms[s[l,n]+1,n]) X (Ms[s[l,n]+1,n]+1 XKoo X M,,))
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Programowanie dynamiczne

Ztozonosé: O(n?)

w. 3-4 — O(n)

w. 9-10 — O(n) (i w jednej petlil)
w. 5-11 — O(n?)
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Programowanie dynamiczne

1 MatrixChainMultiply(M,s, i, j)

2 {

3 if (j>i) {

4 X=MatrixChainMultiply(M,s,i,s[i,]]);

5 Y=MatrixChainMultiply(M,s,s[i,j]+1,] )
6 return MatrixMultiply (X,Y);

7

8

9

}

else
return M;;

10}

M — ciag macierzy M;
Wywotanie: MatrixChainMultiply(M,s,1,n)
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Programowanie dynamiczne

Zadania

@ Wyznaczy¢ macierze m i s (kosztéw i podziatéw) dla ciggu rozmiaréw
macierzy: 6,12, 3,5,20,4,4,12.

@ Domkniecie grafu G = (V, E). Domknieciem grafu G jest taki graf
G' = (V,E’), w ktérym wierzchotki i i j sa potaczone krawedzia, jesli
tylko istnieje Sciezka z i do j w grafie G. Czyli
E" = {(i,j) : istanieje Sciezka z i do j w G}.

Zaproponuj algorytm programowania dynamicznego dla tak
zdefiniowanego problemu.

@ Wykaz, ze petne nawiasowanie n-elementowego wyrazenia zawiera
doktadnie n — 1 par nawiaséw.
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Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne |

Najwiekszy wspdlny podciag (NWP)

Podciag ciggu X: Ciag X z usunietymi(!) niektérymi elementami.
X =(x1,%0,. .., Xm) 1 Y ={(y1,¥2, .-, ¥n)

np.: X = (A,B,C,B,D,A) i Y = (B,D,C,A B,A)

Cel: Znalez¢ najdtuzszy ciag Z, ktéry jest podciggiem X i Y.
Z={z1,20,...,2k)

odp.: Z = (B, C, B, A)
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Programowanie dynamiczne

Naiwnie: wygenerowa¢ wszystkie podciagi X i sprawdzi¢ (dla kazdego) czy
jest podciagiem Y. Zapamieta¢ najdtuzszy.

Koszt: 2™ — okropnie!
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Programowanie dynamiczne

[Xi = (x1,%2,...,x;)] — prefiks

Jesli Z jest NWP, to:
o Jesli xp = yn, t0 Zk = Xm = Y, @ Zi—1 jest NWP X1 i Y,_1.
o Jesli xp # Vi i 2k # Xm, to Z jest NWP X,,_1 i1 Y.
o Jesli xp # yn i 2k # yn, to Z jest NWP X i Y, 1.

Czyli

@ Xm=Ynto Z =NWP(Xpn_1, Y1) + xm
@ Xm # ynto Z dtuzszy z

o NWP(Xp_1, )

o NWP(X, Y,_1)

NWP(Xm_1, Y) i NWP(X, Y,_1) maja wspdlny NWP(Xm_1, Ya_1).
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Programowanie dynamiczne

cli,j] — dtugos¢ NWP X; i Y;.
Jeslii=01lub j =0 to ¢[i,j] =0.

0 i=0Vj=0
max[c[i,j—l],c[i—l,j]] i7j> O/\Xi #yj

@ Warto zauwazy¢, ze macierz C ma rozmiary m X n, czyli faczna liczba
podprobleméw jest stosunkowo niska (nie wykfadniczal!ll).

@ Wyznaczanie c[i, j] bedzie przebiegato po wierszach, od lewej do
prawej strony.
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Programowanie dynamiczne

1 LCS _length(X,Y) {

2 m=length(X); n=length(Y);

3 for(i=1; i<=m; i++) [i,0]=0;

4 for(i=1; i<=n; i++) [0,i]:=0;

6 for(i=1; i<=m; i++)

7 for(j=1; j<=n; j ++)

8 if (x[i] ==yl {

o cli.jl=cli-Lj-1]+1; b[i,j]=";
11 else if(c[i—1j] >=c[i,j—1]) {

12 c[i,jl=cli=1j];  b[i.j]=T;
14 else {

15 c[i,jl=cli,j=1];  b[i.jl=<;
16 }

17 }
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Programowanie dynamiczne

j 0 1 2 3 4 5 6
i yj B d C a B A
0 x;[ 0] © 0 0 0 0 0
1 a0 | 10| 70 ] 10| N1 |«1] ™1
2 BlO| N1 | <1 |<—1] 11| N2]«2
3 CLO| 71 | 71| N2] «2]712] 712
4 Bl O | N1 | 11| 12] 12| N3]|«3
5 d| 0| 71| N2 712 12] 13|13
6 A0 |11 | 121273 13] ™4
7 b0 N 1212 13| N4 | 14
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Programowanie dynamiczne

1 Print_LCS(b,X,Y,ij)

2

3 if (i==0 || j==0) return;

4 else

s if(b[i,j] == ") {

6 Print_ LCS(b,X,Y,i—1,j—1);
7 print x[i];

8 } else

o if(b[i,j] ==1)

10 Print_ LCS(b,X,Y,i—1,j);
11 else

12 Print  LCS(b,X,Y,i,j—1);
13}

Ztozonos¢: O(n+ m)
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Triangularyzacja wielokata (wypuktego) — PD IlI

V Va

Vo Vs
0 V6

@ Podziat wielokata na tréjkaty.
@ n— 2 trojkaty i n — 3 przekatne.
@ Podziatéw réznych wiele. ..

@ Optymalna triangularyzacja:
minimalizujaca sume pewnych funkgcji wag tréjkatéw, np.:

w(vi, vj, vi) = |vivj| + [vjvk| + [vkvi]
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Programowanie dynamiczne

Nawiasowanie a triangularyzacja

V- Va 1% V4
V2 Vs %) V5
Vi Vi
0 1) 0 Ve

@ Takie samo poszukiwanie optymalnego rozwigzania:

Jesli cata triangularyzacja optymalna, to dwie pod-triangularyzacje
réwniez!

o t[i, ] — koszt triangularyzacji wielokata (vi—1,vj,...,Vj)

. =
t{r,J] =
[J] {min,-gm- (807, K]+ Tk L)+ Wiz, vie )] 7 <

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 157 / 232



Przeszukiwanie graféw

Przeszukiwanie grafu wszerz

Cel: Odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki grafu G = (V/, E), do ktérych daje sie
doj$¢ z wybranego wierzchotka v tak, aby wierzchotki blizsze v byty
odwiedzane przed odleglejszymi (odlegtos¢ d(v, w) jest réwna liczbie

krawedzi minimalnej Sciezki z v do danego wierzchotka w, brak sciezki
oznacza odlegtos¢ o).

NJ (KIS)
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Przeszukiwanie graféw
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Przeszukiwanie graféw

d[u] — odlegtos¢ z s do u

p[u] — poprzednik u w drzewie przeszukiwania wszerz
S[u] — lista sasiadéw wierzchotka u

Q — kolejka FIFO

kolor[u] — kolor wierzchotka u. biaty = wierzchotek nieodwiedzony,
czerwony = odwiedzany, niebieski = odwiedzony

1 BFS(G,s)

> {

3 foreach(u € V' \ {s})
4

5 kolor [u]=biaty;

6 d[u]=00;

7 p[u]=NULL;
s}

9 kolor [s]=czerwony;
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Przeszukiwanie graféw

10 d[s]=0;
11 p[s]=NULL;
12 Q={s};

13 while(Q = 0)
14 {

15 u=HEAD(Q);

16 foreach(v € S[u])

17 if ( kolor [v]==biaty) {
18 kolor [v]=czerwony
19 d[v]=d[u]+1;

20 p[v]=u;

21 Q=Q Uv;

22 }

23 Q=Q \ u;

2 kolor [u]=niebieski ;
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Przeszukiwanie graféw

Zfozonos¢ BFS: O(|V|+ |E|)
w. 3-8 — O(|V|)
w. 13-25 — O(|E|)
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Przeszukiwanie graféw

Przeszukiwanie wszerz — drzewo przeszukiwan

Najkrétsze Sciezki

d[v] zawiera informacje o najkrétszej Sciezce z s do v.
Podgraf poprzednikéw G, = (Vp, Ep)
Vp={veV:plv] # NULL} U{s}
E, = {(plv.v) € Exve )\ {s})

Korzystajac z p[.] mozna wypisa¢ cata Sciezke pomiedzy s, a wybranym
wierzchotkiem v.
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Przeszukiwanie graféw

PrintPath(G,s,v) {
if (v==5)
write (s);
else
if (p[v]==NULL)
printf ("nie ma Sciezki z s do v");
else

{
PrintPath(G,s,p[v]);
o printf (v);

o}

© 0 N o o » W N =
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Przeszukiwanie w gtab

Cel: Przejrzenie wierzchotkéw grafu. W pierwszej kolejnosci przeszukuje sie
pierwsza Sciezke do nieodwiedzonego jeszcze wierzchotka, od ktérego jesli
tylko réwniez da sie przejs¢ jeszcze gfebiej to jest to wykonywane, itd. Gdy
w koncu nie da sie kontynuowa¢ takiej strategii nastepuje powrét do
wierzchotka, w ktérym zostaty jeszcze Sciezki do nieodwiedzonych
wierzchotkéw, z ktérych algorytm znéw bedzie probowat przeszukiwaé w
gtab. Catos¢ jest tak dtugo powtarzana, az kazdy wierzchotek grafu
zostanie przejrzany.

Taka strategia postepowania powoduje powstanie pojedynczego drzewa,
badz lasu drzew.

E, ={(plv],v):ve V A p[v] # NULL}
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Przeszukiwanie graféw

Kolor wierzchotka — jak w algorytmie

Kolor krawedzi — niebieski (przebyta droga), czerwony (kierunek kolejnego
wierzchotka)

GG@ O, 2 F—(O—

1

N

4
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Przeszukiwanie graféw
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Przeszukiwanie graféw

9
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Przeszukiwanie graféw

DFS(G) {
foreach(u € V)

kolor [u]=biaty;
p[u]=NULL;
}
time=0
foreach(u € V)
if ( kolor [u]==biaty)
DFSV(G,u);

© 0 N o o » W N =
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Przeszukiwanie graféw

1 DFSV(G,u) {

2 kolor [u]=czerwony;
3 time=time+1;

4 d[u]=time;

5 foreach(v € S[u])

6 if ( kolor [v]==biaty)
7

8 p[v]=u;

9 DFSV(G,v);
10

1 kolor [u]=niebieski;
12 time=time+1;

13 f{u]=time;

,_.
»
-
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Przeszukiwanie graféw

%
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Przeszukiwanie graféw

Ztozonos¢ DFS: ©(V + E)

w. 2-5 z DFS — O(V) Procedura DFSV, jak i w procedurze DFS, tak i w
DFSV, jest wywotywana facznie |V/| poniewaz jest wywotywana tylko dla
biatych wierzchotkéw, a kazdy biaty tuz po wywotaniu przestaje by¢ biaty.
Na poczatku wszystkie wierzchotki sa biate co oznacza, ze procedura DFS
musi by¢ wywotana doktadnie | V| razy.

w. 3-6 z DFSV tworza petle, ktéra wykonuje sie |S[u]| razy.

czyli:

Yuev S]] = ©(E)
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Przeszukiwanie graféw

Zadania

@ Zmodyfikuj tak algorytm przeszukiwania wszerz, aby znajdowat
najkrétsza Sciezke pomiedzy wybranymi wierzchotkami v i w.

@ Procedure przeszukiwania w gtab mozna wykorzysta¢ do sprawdzania
spojnosci grafu. Zmodyfikuj tak ta procedure aby etykiety
wierzchotkéw odpowiadaty pewnemu ponumerowaniu sktadowych
spojnosci grafu (wierzchotki maja ta sama etykiete, gdy naleza do tej
samej sktadowej, rézne gdy do réznych).

@ Graf skierowany G jest pojedynczo spéjny, gdy istnienie Sciezki
pomiedzy parg wierzchotkéw v i w implikuje, ze istnieje tylko jedna
$ciezka pomiedzy v i w. Zbuduj algorytm, ktéry sprawdza czy dany
graf skierowany G jest pojedynczo spéjny.
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Sortowanie topologiczne

Sortowanie topologiczne

@ Elementy zbioru S = {vi,...,v,} maja okreslony (tylko) czesciowy
porzadek, tzn. dla niektérych par (v;, v;) okreslony jest porzadek, np.
vi <.

@ Niech G = (V, E) graf skierowany z V =S i
E = {(vi, vj) : zbiér par z okreslonym porzadkiem}.

@ Zadanie: utozy¢ elementy v; w takiej kolejnosci, aby nie byto
konfliktéw.

© 7 © <f>i@~@ ©

o Mozliwe, gdy graf G jest grafem skierowanym acyklicznym.
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Sortowanie topologiczne

Rozwigzanie:

Wykona¢ przegladanie grafu w gtab DFS(G) wstawiajac kazdy wierzchotek
na poczatek listy jesli tylko zostanie przetworzony (zmiana na kolor
niebieski). Taka lista spetnia warunki sortowania topologicznego.

Ztozonos¢: Takze O(|V/| + |E|).
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Sortowanie topologiczne

Zadania

@ Dla przyktadowego acyklicznego grafu skierowanego przesledz
poszczegdlne kroki algorytmu.

@ Podaj algorytm sprawdzania czy graf nieskierowany ma cykl. Algorytm
powinien dziata¢ w O(V).
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Minimalne drzewa rozpinajace

Minimalne drzewa rozpinajace

Problem Mamy spéjny graf G, szukamy takiego drzewa w grafie G, ktére
zawiera wszystkie wierzchotki z G, a suma dtugosci krawedzi T jest
mozliwie najmniejsza:

NJ (KIS)
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Minimalne drzewa rozpinajace

Ogolny algorytm budowania drzewa rozpinajacego
1 DRozp(G,w) {

while(! A jest drzewem rozpinajacym)

znajdz dobra krawedz (u, v) dla A,
A=AU{(uv)}

return A;

© 0 N o o0~ W N

}

Krawedz (u,v) jest dobra, gdy AU {(u,v)} jest podzbiorem minimalnego
drzewa rozpinajacego.
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Minimalne drzewa rozpinajace

Strategie zachfanne: algorytm Kruskala i Prima
@ Algorytm zachtanny: w kazdym kroku wybiera optymalny ruch (ze
wzgledu na pewna funkcje oceny).
@ Strategia zachtanna nie zawsze jest najlepsza (znajdujaca optymalne
rozwiazanie)!
@ Zachtannos¢ w budowaniu drzewa rozpinajacego wyznacza rozwigzanie
optymalne.
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Minimalne drzewa rozpinajace

Algorytm Kruskala

@ Na poczatku kazdy wierzchotek nalezy do innego zbioru
(ponumerowane . ..).

@ Inicjujemy drzewo A jako graf A= (V. ().

@ Sortujemy krawedzie w E wzgledem wag w(u, v)

@ Dla kazdej krawedzi (u, v) zgodnie z posortowaniem E sprawdzamy
czy wierzchotki u i v naleza do tych samych spéjnych sktadowych
(tych samych zbioréw).

o Jesli nie, dodajemy krawedz (u, v) do A.

o Catos¢ powtarzamy, az wyczerpiemy wszystkie krawedzie z E.
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Minimalne drzewa rozpinajace

10&...
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Minimalne drzewa rozpinajace

1 Kruskal(G(V,E),w) {
2 A=0); i=1;
3 foreach(v € V) {
4 set_id[v]=i; i++;
)
6 sort (E,w); //sortowanie krawedzi wzgledem wag
7 foreach((u, v) € E) //pobieranie zgodnie z posortowaniem!
8 if (Find_set_id(u) != Find_set_id(v))
9
{
10 A=AU{(u,v)}
11 Union(u,v); //taczenie zbioréw

12 }

13 return A;

14}
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Minimalne drzewa rozpinajace

Ztozono$¢ algorytmu Kruskala: O(E log E)
w.3-5 — O(V)
w.6 — O(ElogE)

w.7 — petla wykonywana jest |E| razy
|E| krotny koszt wykonania operacji Find _set id(u) to O(Ea(E, V)).
Podobnie dla Union(u, v), mamy Ea(E, V)).
Czyli ostatecznie O(E log E) = O(E log V)
F(1,j)=2 ji>1
F(i,1) = F(i — 1,2) i>2
a(m,n)=min{i > 1: F(i,|m/n]) > log n}
F(1,1) =2 F(2,1)=4 F(3,1)=16
F(4,1) = 65536 F(5,1) = 205536
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Minimalne drzewa rozpinajace

Algorytm Prima

@ Algorytm startuje ze wskazanego wierzchotka r.
@ Pierwsza dodana krawedz do A, to najtansza krawedz wychodzaca z r.

@ W kolejnych krokach celem jest dodanie najtanszej krawedzi
wychodzacej z Al Ale takiej, ktéra nie zmieni A w graf z cyklem.

@ Algorytm konczy, gdy kazdy wierzchotek znajdzie sie w A
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Minimalne drzewa rozpinajace
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Minimalne drzewa rozpinajace

Prim(G(V,E),w,r) {
Q=V; //Q kolejka priorytetowa wzgledem keyl.]
foreach(u € Q)
key[u]=00
key[r]=0;
p[r]=NULL;
while(Q = 0) {
u=ExtractMin(Q);
A= AU (u,plu]);
foreach(v € S[u])
if (v € Q && w(u,v)<key[v]) {
p[vl=u;
key[v]=w(u,v);
ChangePriority (Q,v,key[v]);

© 0 N o o A W N =
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17}

Wynikowe drzewo rozpinajace znajduje sie w tablicy p. Mamy tam opis |V| — 1
wybranych krawedzi.
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Minimalne drzewa rozpinajace

Ztozonos¢ algorytmu Prima: O(E + Vlog V)
w. 3-4 — O(V)

w. 7 — petla wykonywana |V/| razy

w. 8 — O(log V) — dla Q w postaci kopca
Czyli w.7 Uw.8 — O(Vlog V)

w. 10-14 petla wraz z w. 7. powoduje przejrzenie wszystkich krawedzi —
|E].

w. 14

a) przy kopcu zwyktym — O(log V)

b) przy wykorzystaniu kopcéw Fibonacciego — O(1)

Ostatecznie:
a) O(Vlog V + Elog V)
b) O(Vlog V + E)
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Minimalne drzewa rozpinajace

Zadania

@ Dla przyktadowych graféw wyznaczy¢ drzewa rozpinajace metoda
Kruskala i Primy.

@ Zastanowi¢ sie nad szczegétami implementacji algorytmu Primy z
uzyciem zwyktych kopcéw (takich jak w sortowaniu przez kopcowanie).

@ Jakie krawedzie grafu musza by¢ czescig kazdego drzewa
rozpinajacego, a jakie nie musza?
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Najkrétsze sciezki w grafach z wagami

o Koszt najkroétszej sciezki z u do v:
50, v) = {min{w(p) . p Sciezka z u do v} 3,

00 —dp

@ Problemy:

Najkrétsze sciezki z jednym zrédtem s

Najkrotsze sciezki z jednym wierzchotkiem docelowym (mozna problem
odwrécic. .. )

Najkrétsza sciezka miedzy para wierzchotkéw (z u do v).

Najkrotsze sciezki pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéw

e €6
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Procedury wstepne i oznaczenia

d[u] — odlegtos¢ od zrédta s
p[u] — przodek wierzchotka u (NULL = brak przodka)
Inicjalizacja grafu

NJ (KIS)
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

1 Init_Single Source(G,s)
2 foreach(v € V)

3

4 d[v]=00;

5 p[v]=NULL;
s}

7 d[s]=0;

s }
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Relaksacja

@ Sukcesywnie kazdy z algorytméw doszukuje sie coraz lepszych
rozwiazan poprzez penetracje odpowiednich sciezek.

@ Uaktualnianie najlepszych rozwiazan, to element kazdego z
algorytmow.
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

@ 4 10 @ 4 @

| Relaksacja | | Relaksacja |

1 Relax(u,v,w) {

2 if (d[v] > d[u]+w(u,v))
4 d[v]=d[u]4+w(u,v);
5 plvl=u;

o}

7}
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Algorytm Dijkstry

@ Zatozenie: w(u,v) >0

@ Analizuje wszystkie wierzchotki z V w kolejnosci odlegtosci od s

@ Dla kazdej krawedzi z biezacego wierzchotka wykonuje sie relaksacje.
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

1 Dijkstra (G(V,E),w,s) {

2 Init_Single Source(G,s);

3 Q=V; //Q kolejka priorytetowa wzgledem df.]

4 while(Q # 0)

s A

6 u=ExtractMin(Q);

7 foreach(v € S[u])

8 Relax(u,v,w); // relaksacja zmienia kolejnos¢ w Q!
9

10 }
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Ztozonosé

Zalezna od implementacji!

@ @ — prosta reprezentacja tablicowa (lub listowa)

w. 5 petla wykonuje sie |V/| razy.
w. 7— O(V)
w. 9-10 — O(S[u])
co daje: O(V? + E)
@ @ — reprezentacja kopcem binarnym
w. 7 — O(log V)
w. 9-10 — O(S[u] log V)
co daje: O((V + E) log V)
@ @ — reprezentacja kopcem fibonacciego
w. 7 — O(log V)
w. 9-10 — O(S[u])
co daje: O(Vlog V + E)
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Zadania

@ Pokaz zte dziatanie algorytmu Dijkstry dla pewnych graféw
z krawedziami o ujemnych wagach.

@ Czy mozna wykorzysta¢ algorytm gdy poszukujemy tylko najkrétsze;
$ciezki pomiedzy pewnymi wierzchotkami s i g7

@ Przeanalizowa¢ szczegéty implementacji.
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Algorytm Bellmana-Forda

@ Wagi krawedzi grafu dla tego algorytmu moga byé ujemne

@ Jednak, aby algorytm zakonczyt sie sukcesem (zbudowat najkrétsze
sciezki) graf nie moze zawiera¢ ujemnych cykli (w takim przypadku
algorytm zwraca FALSE)

@ Obstuga ujemnych wag krawedzi kosztuje ...

@ Idea: wielokrotne (|V| — 1) powtarzanie relaksacji dla wszystkich
krawedzi.
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Bellman_Ford(G(V,E),w,s) {
Init_Single Source(G,s);
for(i=1; i<=|V|-1,; i++)

foreach((u,v) € E)
Relax(u,v,w);
foreach((u,v) € E)
if (d[v] > d[u]+w(u,v))
return FALSE;
return TRUE;

© 0w N O o » W N
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Ztozonosé: O(VE)

w. 2 —0O(V)

w. 3 petla wykonywana | V| — 1 razy
w. 4-5 — O(E)

w. 6-8 — O(E)

Co daje: O(VE)

Mozna nieco usprawni¢. Gdy w.7 bedzie wykonywany jesli tylko, ktéras z
relaksacji ostatniego przebiegu petli z w.4 powiodta sie.
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Zadania

Zmodyfikuj algorytm tak, aby dla wszystkich wierzchotkéw v lezacej na
ujemnym cyklu wartos¢ d[v] = —oco.
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Algorytm Floyda-Warshalla
Najkrétsze sciezki pomiedzy
wszystkimi wierzchotkami grafu

@ Raz jeszcze programowanie dynamiczne!
° d,-f — dtugos¢ najkrotszej sciezki z i do j, ktérej wierzchotki

wewnetrzne Sciezki naleza do zbioru {1,2,..., k}.
gk — wij k=20
Yoo min(df T di T 4 d) k>l

Sciezka: wuj, vi, Vo, ..., Vk_1, Vk, Uj
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

1 Floyd Warshall(W) {

2 DO=W:;

3 for(i=1li<=n;i++)

4 for(j=1;j<=n;j++)

5 if (i==j || w[i,j]==00) pli,jJ=NULL;
6 else if(il=j && wii,jJ<oo) plij]=i;
7 for(k=1;k<=n;k++)

8 for(i=1lji<=n; i++)

; for (j=Lij<=nij++)

10 if (df ' <di Tt +di ) {

1 df = df™Y Pk =pi Y
12 } else {

15 df = dy '+ di i pk =Pl )
14 return D";

15 }

pij — poprzednik wierzchotka j na najkrétszej $ciezce z i.
Ztozonosé: O(n%)
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Najkrétsze éciezki w grafach z wagami

Zadania

@ lle macierzy D potrzeba rzeczywiscie aby algorytm Floyda-Warshalla
mogt dziata¢ poprawnie?
@ Dlaczego algorytm Floyda-Warshalla znajduje najkrétsze sciezki?

@ Napisz procedure wypisujaca Sciezke z wierzchotka i do wierzchotka j.
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Drzewa czerwono—czarne

Drzewa czerwono—czarne

@ Przeszukiwanie binarne tablicy uporzadkowanej:

@ Podziel na pot.

@ Szukaj w lewej badz prawej czesci w zaleznosci od wartosci klucza.
@ Drzewa przeszukiwan binarnych

s Drzewo binarne.
@ Operacje: search, predecessor, successor, minimum, maximum, insert,
delete.

@ Drzewa zréwnowazone: utrzymywanie zblizonej wysokosci poddrzew
na kazdym poziomie.
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Drzewa czerwono—czarne

Zréwnowazenie DCzCz:

Kazda Sciezka (z korzenia do liscia) jest co najwyzej dwa razy dtuzsza niz
kazda inna.

Warunki natozone na DCzCz:

@ Wezet jest czerwony albo czarny.
o Kazdy lis¢ jest czarny.
o Jesli wezet jest czerwony, to synowie s3 czarni.
@ Wszystkie Sciezki z ustalonego wezta do lisci maja tyle samo weztéw
czarnych.
Pola wezta: left, right, p (ojciec), color (RED, BLACK), key
DCzCz — NULL=wartownik!
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Przyktad DCzCz

Max wysokos$¢ drzewa CzCz: 2log(n+ 1)
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Drzewa czerwono—czarne

Koszty operacji na drzewie CzCZ

search, predecessor, successor, minimum, maximum, insert, delete

O(log n)

Operacje na drzewie moga by¢ wykonywane naprzemiennie!
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Drzewa czerwono—czarne

Operacje rotacji

Cel: Zmiana zréwnowazenia przy jednoczesnym utrzymaniu porzadku.
RightRotate(T,y) —

; S — LeftRotate(T,x)
[ |
a f
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Drzewa czerwono—czarne

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

w6}

LeftRotate(T,x) {

y = x—>right;
x—>right = y—>left;
if (y—>left 1= NULL)
y—>left—>p = x;
y—>p = X—=>p;
if (x—>p == NULL)
root =y,
else
if (x == x—>p—>left)
x—>p—>left = y;
else
Xx—>p—>right = vy;
y—>left = x;
X—>p =Y,

NJ (KIS)
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Wstawianie do DCz(Cz

1 RBlnsert(T,x) {
2 Treelnsert (T,x);
3 x—>color = RED;
4 while(x!=root &&

5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16

x—>p—>color == RED)
if (x—>p == x—>p—>p—>left)

y = x—>p—>p—>right;
if (y—>color == RED)

x—>p—>color = BLACK;
y—>color = BLACK;
x—>p—>p—>color = RED;
X = X—=>p—>p;

else {

17 if (x == x—>p—>right)

18 {

19 X = X—>p;

20 LeftRotate(T,x);

21 }

22 x—>p—>color = BLACK;
23 x—>p—>p—>color = RED;
24 RightRotate(T, x—>p—>p)
25 1

26}

27 else {

28 XYZ (Viceversa(left —right))
29
30 root—>color = BLACK;

31 }

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych

218 /232



P1 w. 9-14 y==czerwony

ojciec = czarny, wujek = czarny, x o 2 do géry
P1 — [P1,P2,P3,0]

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 219 /232



P2 w. 1720 y==czarny, x jest prawym dzieckiem

x 0 1 do gory, rotacja left x
P2 — [P3]
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P3 w. 22-24 y==czarny, x jest lewym dzieckiem

zamiana koloréw ojciec—dziadek, rotacje right dziadek, koniec
P3 — [0]
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1 XYZ() {

2y =x=>p—>p—>left;

3 if (y—>color == RED)

a4

5 x—>p—>color = BLACK;
6 y—>color = BLACK;

7 x—>p—>p—>color = RED;
8 X = X—>p—>p;

9

10 else {

11 if (x == x—>p—>left)
12 {

13 X = X—>p;

14 RightRotate(T,x);

15

16 x—>p—>color = BLACK;
17 x—>p—>p—>color = RED;
18 LeftRotate(T, x—>p—>p)

19}
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Usuwanie z DCz(Cz

1 RBDelete(T,z) {

2 if (z—>left == NULL ||
3 z—>right == NULL)
4 y =z

5 else y=Successor(z);

6 if (y—>left |= NULL)

7 x = y—>left;

8 else

9 X = y—>right;

10 x=>p=y-—>p;
11 if (y—>p == NULL)

root = x;
else
if (y == y—>p—>left)
y—>p—>left = x;
else
y—>p—>right = x;
if (yl=z)
z—>key = y—>key;
if (y—>color == BLACK)
RBDeleteFixup(T,x);
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1 RBDeleteFixup(T,x) { 21 {

2 while(x != root && 22 if (w—>right—>color == BLACK)
3 x—>color==BLACK) 23

4 if (x == x—>p—>left) 24 w—>left—>color = BLACK;
5 { 25 w—>color = RED;

6 w = x—>p—>right; 26 RightRotate(T,w);

7 if (w—>color == RED) 27 w = x—>p—>right;

8 { 28 }

9 w—>color = BLACK; 29 w—>color = x—>p—>color;
10 w—>p—>color = RED; 30 x—>p—>color = BLACK;

11 LeftRotate(T,x—>p); 31 w—>right—>color = BLACK;
12 w = x—>p—>right; 32 LeftRotate (T x—>p);

13 } 33 X = root;

14 if (w—>left—>color==BLACK && 34 }

15 w—>right—>color==BLACK) 35 }

16 { 36 else

17 w—>color = RED; 37 ViceVersa ( left <—>right)

18 X = X—>p; 38 x—>color=BLACK;

19 } 39 }

20 else

NJ (KIS) Algorytmy i struktury danych 227 /232



P1: w. 9-13 D==czerwony

P1 — [P2,P3,P4] B—D, rotacja left B
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P2 w. 18-19 D,C,E==czarne

P2 — [P1,P2,P3,P4,0] D=czerwony, przesun x o 1 do goéry
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P3 w. 24-27 D,E==czarne, C==czerwony

P3 — [P4] C+D, rotacja right D, w do C
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P4 w. 29-33 D==czarny, E==czerwony

nowy x = root
P4 — [0] B« D, E=czarny, x- -, rotacja left B

dodatkowa jednostka czarno zostata wchitonieta
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Zadania

@ Zapisz procedury: search(wezel, klucz), predecessor(wezel),
successor(wezel), minimum(wezel), maximum(wezel).

@ Pokaz, ze w drzewie czerwono—czarnym kazda sciezka z korzenia do
liscia jest co najwyzej dwa razy dtuzsza niz kazda inna.

® Przesledz dziatanie algorytmu wstawiania elementéw do drzewa CzCz
na przykfadzie ciggu liczb: 33,28, 19, 10,6, 3, 17.

@ Przesledz usuwanie elementéw z drzewa skonstruowanego w
poprzednim zadaniu.
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