Literatura:
e Henryk Glowacki Mechanika techniczna, statyka i kinematyka

e Jan Misiak Mechanika techniczna, tom 1,2

R.Feynman Feynmana wyktady z fizyki

Janusz Araminowicz Zbior zadan z fizyki

Ferdinand P. Beer, E. Russell Johnston, David F. Mazurek, Phillip J. Cornwell, Elliot R.
Eisenberg Vector Mechanics For Engineers

Statyka punktu i bryty

Statyka punktu materialnego

1. Cigzar wisi na dwoch linkach o réznych diugosciach jak na — —f—— 5 e

rysunku 1 . Oblicz naprezenia linek.
IR A VA A RNy

2. Sztywna rama z drutu w ksztalcie tréjkata jest umieszczo-
na w plaszczyznie pionowej. Na bokach ramy o katach nachy-
lenia o i B do poziomu i wspélnym wierzchotku nawleczone
sa dwa koraliki o masach odpowiednio my i my polaczone nie-
rozciagliwa nitka. Koraliki moga si¢ Slizga¢ po bokach ramy
bez tarcia. Jaki kat v tworzy ni¢ z poziomem, gdy uklad jest
w rownowadze?

Odp. tg~ = mg ctga—m ctg 8

ma+m1

W ponizszych zadaniach wystarczy wiedzie¢, ze ni¢ po obu
stronach bloczka jest napigta t¢ sama sita.

3. Dla uktadu z rysunku 2 oblicz polozenie réwnowagi
(max{m;,ms} < m < my; + mo). Podaj jego wspdirzedne
wzgledem lewego bloczka.

4 (*). Rozwiaz te same zadanie minimalizujac energie ukladu
przy warunku statej odlegtosci miedzy punktami. Czy polo-
zenie rownowagi jest stabilne?

5. Na dwoch zboczach réwni obustronnej o katach o i 3 le-
za klocki o masach m, i ms, polaczone niewazka linka prze-
chodzaca przez niewazki bloczek na szczycie réwni, jak na
rysunku 3. Jaki musi by¢ stosunek mas, by uktad byl w réw-
nowadze? Jaki jest zakres stosunku mas by uklad pozostat w
rownowadze, jezeli maksymalny wspolczynnik tarcia statycz-
nego wynosi f7

Rys. 3: Rysunek do zadania 5



Statyka bryty

6. Drabina dtugosci | zakonczona kéteczkami stoi oparta o

sciane pod katem «. Na wysokosci h jest obciazona ciezarem T T -\ "
F,. Cigzar drabiny pomijamy. §I\}\
N
e Jakie rodzaje podpor wystepuja w tej sytuacji h \2\\
o Jakie sg sily reakcji w podporach? . i

Rys. 4: Drabina oparta o Sciane,

7. Zalézmy ze drabina z poprzedniego zadania jest skladana rysunek do zada 6 1 7

i ze laczenie dwoch cztonéw wystepuje w jej potowie. Jakie
sity i jaki moment przenosi taczenie? Rozwaz przypadki gdy

h<l1/2igdyh>1/2.

8. Drabina podwdjna o dtugosci obu ramion | potaczonych
przegubowo tworzy kat o z podlozem i jedna jej czesc jest
obciazona na wysokosci h ciezarem G (rysunek 5). Jakie sa
reakcje podloza i jakie sily przenosi taczenie?

9. Wyznacz reakcje w punktach A i C' dla wartosci kata « 7
wynoszacych 0° 1 30° na rysunku 6. Rys. 5: Drabina podwdjna, rysu-
nek do zadania 8

Wykorzystanie srodkéw sit ré6wnoleglych

10. Drabina z zadania 6 ma wspolczynnik tarcia o podloge
réwny p = 0.4. Jaki moze by¢ by¢é minimalny kat o, dla kto-

rego drabina si¢ nie Slizga?
200 wmw

11. Drabina z zadania 6 ma wspolczynnik tarcia o podloge
rowny p = 0.2, a kat o wynosi 30°. Na jakiej maksymalnej
wysokosci mozna umiesci¢ mase 70 kg, by drabina nie slizgala
sie? Rozwiaz to zadanie dla masy drabiny wynoszacej 12 kg i
roztozonej réwnomiernie.

200 mwm

. ., Rys. 6: Rysunek do zadania 9
12. Splawik ma diugosé [, ksztalt patyczka o stalym prze-

kroju poprzecznym i jest wykonany z balsy o gestosci 9 razy
mniejszej niz woda. Splawik jest przytwierdzony do dna za
pomoca zylki z ciezarkiem, a jego dolny koniec jest na gle-
bokosci h < | pod powierzchnia (rysunek 7). Jaki kat tworzy
splawik z powierzchnia wody i dla jakiego h splawik bedzie
stal pionowo?

13. Skrzynia o dtugosci | i wysokosci h stoi na réwni pochylej
o kacie nachylenia a na czterech nézkach w rogach podstawy.
Jakie sa skladowe prostopadte reakcji podloza dzialajacych
na nozki?

Rys. 7: Rysunek do zadania 12

14. Akwarium o masie my jest podparte na dwéch podporach na poziomym podtozu. W akwarium
jest piasek o masie m usypany pod katem «. Jakie sa reakcje podpor?
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15. Drut o masie m wygieto tak, ze tworzy trzy boki kwadratu i jego jeden koniec zawieszono. Na
drugim koncu powieszono mase M i przekatna kwadratu jest w pionie. Jaka jest wartos¢ masy M ?

16. Jaki kat tworzy przekatna z pionem w poprzednim zadaniu, jezeli drut nie jest obciazony dodat-

kowa masa?
Bloczki

17. Dzwigar pretowy jest zamocowany w dwoch miejscach
pretami do Sciany a na drugim koncu ma bloczek przez ktory
przerzucona jest lina. jeden koniec liny jest obciazony cigza-
rem G, a drugi koniec liny jest trzymany pod katem (3 do
pionu. Jakie sa sily reakcji podpér dzwigara? Jak mozna re-
gulowac rozklad sktadowej rownoleglej pomiedzy wkrety?

18. Wyznacz naprezenie linki i reakcje w punkcie C' dla kon-
strukcji z rysunku 8.

19. Wiedzac ze promien bloczku na rysunku 9 jest rowny
0.5m, wyznacz reakcje w punktach A i E oraz reakcje we-
wnetrzna w punkcie C.

20. Zblocze to dwa (lub wiecej) nieruchome wzgledem siebie
wspotosiowe bloczki. Przez wigksze koto zblocza przerzucona
jest lina. Po jednej stronie do liny przylozona jest pionowa sita
Fy, po drugiej stronie lina przechodzi przez blok obciazony
sita pionowa F' i wraca na drugie koto w zbloczu na ktory jest
nawinieta. Oblicz:

e Zaleznos¢é miedzy sita Fy a sila F

e 7 zasady zachowania energii zaleznos¢ predkosci wisza-
cego bloku od predkosci wolnego konca liny

Oblicz to samo w przypadku gdy lina nawinigta jest na kola
zblocza w kierunkach zgodnych.

21. Zblocze o masie m i promieniach szpul r1 i 19 jest zawie-
szone na lince nawinigtej na szpule o mniejszym promieniu.
Na szpuli o wigkszym promieniu nawini¢ta jest linka na kto-
rych wisi masa M (rysunek 10). Ile wynosi M, jezeli uktad
jest w rownowadze?

22. Jaki musi by¢ stosunek mas m i M by uktad z rysunku
12 pozostat w réownowadze? Réwnia ma kat nachylenia .

%Ef@

Rys. 8: Rysunek do zadania 17
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Rys. 9: Rysunek do zadania 18
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Rys. 10: Rysunek do zadania 19
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Rys. 11: Rysunek do zadania 21



Rys. 12: Rysunki do zadania 22

Rys. 13: Rysunki do zadania 20

Sity i momenty roztozone

Obliczanie $srodkéw ciezkosci

23. Wyznaczy¢ srodek cigezkosci tréjkata prostokatnego o o bokach a, b.

24. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci kwadratu o o boku a z wycietym otworem o promieniu r w 2/3
przekatnej.

25. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci jednorodnego stozka o promieniu podstawy r i wysokosci h.
Odp. na wysokosci h/4.

26. Wyznaczy¢ srodek cigzkosci jednorodnego walca o promieniu r i wysokosci h.

27. Wyznaczy¢ srodek ciezkosci jednorodnej pétkuli.
Odp. na wysokosci 3/8r.

28. Figura sklada sie z pétkuli o promieniu R na ktérej jest stozek o promieniu R i wysokosci h.
Figura stoi pionowo, stozkiem do gory. Jaka jest graniczna wartos¢ wysokosci, dla ktérej rownowaga
przestaje by¢ rownowaga trwata?

29. Figura sktada sie z pétkuli o promieniu R na ktoérej jest walec o promieniu r i wysokosci h.
Figura stoi pionowo, walcem do géry. Dla jakich wartosci r i h rownowaga jest trwata?

Hydrostatyka

30. Dla tamy na kanale o przekroju prostokatnym o glebokosci h i szerokosci w oblicz sile naporu
wody na tame i moment tej sity liczony od punktu przy dnie na srodku tamy. W ktérym punkcie
nalezy przytozyé do tamy te site?

31. Dla tamy na kanale o przekroju trapezu o gltebokosci h, szerokosci przy dnie a i szerokosci przy
lustrze wody b oblicz site naporu wody na tame i moment tej sity liczony od punktu przy dnie na
srodku tamy. W ktérym punkcie nalezy przytozy¢ do tamy te site?



32. Na rysunku 14 kwadratowe wrota AB sa umieszczone na
zawiasach w punkcie A i utrzymywane przez trzpien w punkcie
B pod katem 30° w stosunku do pionu. Wyznacz reakcje w
punkcie B.

33. Wrota dziobowe promu maja przekrdj trapezu réwnora-
miennego o szerokosci na dole a , szerokosci na gorze b i wy-
sokosci h i sa nachylone w stosunku do pionu o 30°. Wrota
maja grubosé w i sa wykonane ze stali o gestosci p. Oblicz
site naporu wody na wrota i punkt jej przylozenia oraz ciezar
wrot i punkt jego przylozenia.

Rys. 14: Rysunek do zadania 32

Reakcje dynamiczne tozysk
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Rys. 15: Rysunek do zadania 34
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Rys. 16: Rysunek do zadania 34 Rys. 17: Rysunek do zadania 36

34. Oblicz reakcje dynamiczne tozysk przy predkosci katowej w dla watéow z rysunkéw 15, 16.

35. Kolo o masie m i promieniu r umieszczone jest w srodku watu o diugosci |. Plaszczyzna kota
nie jest prostopadia do watu - réznica wynosi «. Oblicz reakcje dynamiczne tozysk przy predkosci
katowej watu w.

36. Na srodku watu AB o dtugosci L umieszczony jest torus o promieniu zewnetrznym R tak, ze
wal lezy w plaszczyznie torusa (rysunek 36). W torusie porusza sie swobodnie kulka o masie m.
Oblicz reakcje dynamiczne w lozyskach A i B jezeli wal obraca sie z predkoscia katowa w, a kulka
nie porusza sie wzgledem torusa.



Kratownice 1 belki

Kratownice 2d

G
Ay A
Rys. 20: Rysunek do zada-
nia 40

Rys. 18: Rysunek do zadania 37 Rys. 19: Rysunek do zadania 38

37. Most jest podparty z dotu dwoma przestami a z gory obciazony asfaltem o cigzarze () jak na
rysunku 18 Jakie sity przenosza poszczegolne prety w kratownicy?

38. Most z poprzedniego zadania jest dodatkowo obciazony ciezaréwka o ciezarze G odlegla od
poczatku mostu o x jak na rysunku 19. Jakie sity zewnetrzne dzialaja na kratownice?

Odp. Sity dziatajace na gérne wezty: %Q, %Q + 7G, iQ + l_T’”G, sity dzialajace na dolne wezty:
3Q+ G- 199,50+ GG+ ).

39. Jakie sily przenosza prety w kratownicy w sytuacji z cie- ’ N A
zarowka? v

40. Oblicz reakcje podpdr i reakcje wewnetrzne w kratownicy  Yw
z rysunku 20. Wszystkie prety kratownicy maja dlugosé | a ~

wszystkie katy wynosza 60° JL E / o
T ol
[

41. Rozwiaz poprzednie zadanie uwzgledniajac ciezary pre-
tow zaczepione w ich srodkach. Jr 20N
‘7L_—' 5m B

e

42. Znajdz wszystkie sily dzialajace na element ABC' na ry-

sunku 21
Rys. 21: Rysunek do zadania 42

Kratownice 3d

43. Kratownice w ksztalcie czworoscianu foremnego podparto w wierzchotkach podstawy (w plasz-
czyznie poziomej) i obciazono ciezarem G w gérnym wierzcholku. Oblicz reakcje podpdr i reakcje
wewnetrzne w kratownicy.

44. Kratownice z poprzedniego zadania obciazono w gérnym wierzchotku sita F' o dowolnym kierun-
ku. Wyznacz pionowe sktadowe sit reakcji podstawy.



45. Zatozmy, ze na wierzcholku kratownicy z poprzedniego zadania umieszczony jest ciezarek na
nitce poruszajacy sie po okregu. Nitka tworzy z pionem kat «. Jak zmieniaja sie w czasie pionowe
sktadowe sit reakcji podstawy?

46. Maszt antenowy o masie m ma 4 odciagi na péinoc, potudnie, wschod i zachéd. Odciagi odchodza
w 3/4 wysokosci masztu i tworza z pionem kat 60°. Gdy nie ma wiatru, kazdy odciag napina ta sama
sita N. Jaka jest wtedy sila nacisku masztu na fundament na ktorym stoi?

Odp. mg + 2N

47. Jak zmienia si¢ sity naprezenia odciagow i nacisku na fundament masztu gdy bedzie wial wiatr
z kierunku o wzgledem péinocy? Za punkt przytozenia sity naporu wiatru bierzemy srodek masztu.

Belki

48. Dla ponizszych belek wyznacz reakcje podpor i narysuj wykresy rozkladu w belce: sit podtuznych,
sil poprzecznych, momentu gnacego. Dla prostoty obliczeni przyjmij a = 45°, F = \/2ql, M = ql?.
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Ruch ptlaski punktu i bryty

Wspélrzedne biegunowe

Wspéhrzedne biegunowe to r (odlegtosé od srodka UW) i ¢ kat od osi OX do wektora wodzacego
punktu. Punkt o wspéhrzednych biegunowych (r, ¢) ma wspotrzedne kartezjanskie (r cos ¢, rsin ¢).

Kolejne wektory jednostkowe uzyskujemy biorac pochodne punktu po kolejnych wspotrzednych,
ktore nastepnie normujemy do jednosci.

49. Znajdz baze wektoréw jednostkowych w punkcie (r, ¢)
50. Ile wynosza pochodne wektoréow bazowych po kacie ¢ 7

51. Wspolirzedne biegunowe punktu sa znanymi funkcjami czasu. Jaki jest wzor na wektor predkosci
i przyspieszenia.

Odp. a = (i — r¢?)é, + (27 + ré)e;

52. Mucha idzie ruchem jednostajnym z predkoscia v po Srednicy plyty gramofonowej obracajacej
sie z predkoscia katowa w. Jaki jest tor muchy? Jakie sily dzialaja na muche?

53. Ramie robota o zmiennej diugosci wykonuje ruch opisany réwnaniami:
r(t) = ro — Acos(wt), o(t) — o — asin(wt),

Gdzie rg = 1.5m, A = 0.5bm, ¢ = 0.7rad, a=0.3rad, w = 2nHz. Obliczy¢ predkosé korica ramienia we
wspoirzednych biegunowych i kartezjanskich w chwili t = 0.6s.

54. Dane sg réwnania ruchu punktu: v(t) = vt, ¢(t) = e**. Wyznacz skladowe predkosci i przyspie-
szenia.

55. Dane sa réwnania ruchu punktu: r(t) = ReM, ¢(t) = Qt. Wyznacz skladowe predkosci i przy-
spieszenia. Co jest torem punktu? Wyznacz promien krzywiny toru w funkcji czasu.

56. Punkt porusza sie po krzywej, ktérej dlugosé s dana jest wzorem s = sgexp(ct), gdzie sg,c =
const > 0. Wiedzac, ze wektor przyspieszenia tworzy staly kat ¢ ze styczna do toru w kazdym
punkcie, wyznacz wartosci:

e predkosci

e przyspieszenia stycznego

e przyspieszenia normalnego

e promienia krzywizny toru w funkcji dtugosci tuku krzywej
57. Ruch punktu materialnego dany jest w ukladzie kartezjaniskim réwnaniami:

x = cteos(wt), y = ctsin(wt), gdzie c = const, w = const, t—czas.

Wyznacz w biegunowym uktadzie wspoirzednych:

e réwnanie toru r(p)

e wartos¢ wektora predkosci i przyspieszenia punktu

e sktadowe wektora przyspieszenia styczna i normalna

e promien krzywizny toru w funkcji czasu

58. Dane sa réwnania ruchu punktu: r(t) = ﬁ,qb(t) = Qt. Wyznacz skladowe predkosci i
przyspieszenia (dla e < 1 torem jest elipsa, dla e = 1 parabola, dla e > 1 hiperbola).



Krzywizna toru we wspolrzednych kartezjanskich

59. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: 7’ = A cos(wt)y+ Asin(wt)). Jak wyglada tor
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu?

Predkos¢ jest zawsze styczna do toru. Zatem przys$pieszenie styczne a; to rzut prostopadty wektora
przys$pieszenia na kierunek wektora predkosci, a przy$pieszenie normalne a,, to réznica przyspieszenia
i jego sktadowej stycznej.

2 ., . . .

Dla ruchu po okrggu mamy a,, = *-. Dla ruchu po dowolnym torze promien krzywizny moze si¢

. . Ve . . /7 2
zmienia¢ od punktu do punktu i mozna go wyznaczy¢ ze wzoru ¢t = =
n

60. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postaé: ¥ = Acos(wt)i + Bsin(wt)j. Jak wyglada
tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Wyznacz promien
krzywizny toru dla wt = 0,wt = 7, wt = 7.

61. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postaé: ¥ = A cos(wt?)7+ Asin(wt?)]. Jak wyglada tor
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Znajdz zaleznosé od
czasu przyspieszenia stycznego i normalnego. Wyznacz promien krzywizny toru w dowolnym punkcie.

62. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postaé: 7 = A cos?(wt)7+ B sin?(wt)7. Jak wyglada tor
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu?

63. Rownanie ruchu punktu materialnego ma postaé: 7 = vg, - 1+ vg,t — 9 7. Jak wyglada tor
Y 2
punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu?

64. Roéwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: ¥ = Asin(wt)? + Acos(2wt)7. Jak wyglada
tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Wyznacz promien
krzywizny toru dla wt = 0,wt = 7, wt = 7.

Tor w przestrzeni trojwymiarowe;j

65. Rownanie ruchu punktu materialnego ma postac: ¥ = A cos(wt)r'+ A sin(wt)7+ vtk. Jak wyglada
tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Znajdz zaleznosé
od czasu przyspieszenia stycznego i normalnego. Wyznacz krzywizne toru w danym punkcie.

66. Réwnanie ruchu punktu materialnego ma postac: ¥ = Asin(wt)7+ Asin(2wt)7 + € cos(wt)k. Jak
wyglada tor punktu? Jak zalezy od czasu wektor predkosci i przyspieszenia tego punktu? Wyznacz
promieti krzywizny toru dla wt = 0,wt = 5, wt = 7.

Wspoéirzedne biegunowe - rozwigzywanie rownan ruchu

67. Przykltad z wyktadu Koralik slizga si¢ bez tarcia na precie wirujacym w plaszczyznie wokot
swojego korica ze stala predkoscia katowa w. W chwili t = 0 koralik ma polozenie rq a v,.(0) = vy.
Znajdz zaleznosé predkosci radialnej od wsporzednej radialnej.

2(.2 2
Odp. v, —vg — w?(r* —17).
68. W powyziszym zadaniu wyznacz réwnanie na r(t) i rozseparuj w nim zmienne.

Odp.

t T dr
=]
0 70 \/vg — wrg +wr?



69. Przyklad z wykladu Koralik jest nawleczony na pret obracajacy sie w plaszczyznie wokot
swojego korica ze stata predkoscia katowa. Koralik umocowany jest na sprezynie o stalej sprezystosci
k i w chwili t = 0 sprezyna nie jest rozciagnieta ani Scisnigta, natomiast sktadowa radialna predkosci
wynosi vy. Obliczy¢ skladowe v, i vy w funkcji r.

70. Zadanie Hugona Steinhausa W rogach kwadratowej 1aki siedza cztery psy. W chwili t = 0
kazdy z pséw zaczyna goni¢ swojego sasiada po prawej stronie ze stata predkoscia v.

o Wyznacz zaleznosc¢ czasowa wspolrzednej radialnej

Po jakim czasie psy sie spotkaja, jaka droge przebiegna?

o Wyznacz zaleznosc¢ czasowa wspolrzednej transwersalnej

Wyznacz ksztatt toru psa

71. Cma porusza sie tak, by widzie¢ Swiatlo caly czas pod tym samym katem. To dostosowanie
ewolucyjne pozwala lata¢ po linii prostej korygujac tor na podstawie Swiatla ksiezyca. Co sie dzieje,
jezeli zrodtem swiatla jest lampa?

e Wyznacz réwnanie toru lotu é¢my
o Wyznacz zaleznos¢ wspotrzednej katowej ¢my od czasu

Niech o oznacza kat pod jakim ¢éma widzi zrodlo swiatta. W chwili t = 0 ¢ma ma wspotrzedne
r =ry,¢» = 0. Predkos¢ ¢my jest stala i wynosi v.

72. W kasecie magnetofonowej pierwsza szpula kreci sie ze stata predkoscia w. W chwili poczatkowej
promienie nawojéw sa réwne odpowiednio 1y, 1 rog. Grubosé tasmy wynosi a.

e Jak si¢ zmienia predkos¢ przesuwu tasmy?
e Jak sie zmienia predkos¢ katowa drugiej szpuli?

73. Wyznacz réwnanie toru r(¢) dla czastki w polu grawitacyjnym masy punktowej. Wykorzystaj
zasade zachowania energii: 3m(i? + (wr)?) — “M™ = F' j zasade zachowania momentu pedu mr?w =

L = const. Dokonaj separacji zmiennych w rownaniu.

Odp.
j:dr
/ 2Em 2GMm2 1 - (b + ¢
\/ L2 + r
74. Rozwiqgi powyzisze réownanie. W calce dokonaj podstawienia u = % 1 doprowadz wyrazenie w

mianowniku do postaci stata minus kwadrat wyrazenia liniowego.

Odp.
L2
GMm?

1+ \/1 +22 (GE) sin(6 — o)

Jezeli E < 0 pierwiastek jest mniejszy od 1 i ruch odbywa si¢ po elipsie. Jezeli E > 0 pierwiastek jest
wiekszy od 1 i ruch odbywa sie po hiperboli. W przypadku granicznym ruch odbywa sie po paraboli.

r =
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Ruch ptaski bryly sztywnej

Chwilowy srodek obrotu

Twierdzenie Eulera moéwi, ze dowolne infintezymalnie male przemieszczenie bryty sztywnej w
jej pltaszczyznie ruchu moze by¢ dokonane przez obrot wokoét punktu zwanego chwilowym srodkiem

obrotu.
Dzielac odlegtosé dowolne wybranego punktu bryty przez odlegtos¢ od jej chwilowego $rodka

obrotu uzyskamy chwilowq predkosc kgtowq.

75. Koriice belki maja wspotrzedne 71,75 1 predkosci vy i Us. Wyznacz chwilowy srodek obrotu belki.
Wyznacz chwilowa predkosé katowa:

1.y =10,-1], 7ro=1[4,-1], op=[1,-1], v=][1,1]
2.7 =[-2,6], m=[-23, v =I[6,8], vy=]0,8]
3.m =123, m=105-2, a=[1, G=[-%;
4.7 =[5,5, H=[-2-1], th=[1,-%], th=[-173]
76. Dla powyzszych sytuacji znalez¢ wektor polozenia i predkosci dla srodka belki.

77. Chwilowe polozenie wierzchotkow trojkgta dane jest wektorami 1,75, 73. Predkosci chwilowe
dwoch pierwszych wierzchotkow wynoszq vy 1 vy. ZnaleZé predkosé chwilowq trzeciego wierzchotka.

1 =[-23], =020, m=[34, #n=[33 0=I[3-]
2.1 =[-2,4], 1m=1[0,0], 73=1[6,0], ¢;=1[0,-3], =12, -2]
3. " =[43], T=1[5-1], =[5, th=[-1,1], ©=I1,3]
4.1 =[-1,4], H=[20, m=[506, @=[-53, ©=[-10]

Zbiér chilowych $rodkéw obrotu tworzy krzywa zwana centroidg

78. Belka slizga sie w plaskim narozu. Wyznacz réwnanie centroidy w ukladzie naroza i w ukladzie
belki.

79. Kwadrat slizga sie w plaskim narozu. Bok kwadratu wynosi a, jest obrocony wzgledem naroza
0 kgt o a predko$c wierzcholka stycznego do pionowej Sciany wynost v. ZnajdZ wektory chwilowych
predkosci wierzchotkow.

80. Tlok porusza sie wzdluz osi x. Srodek tloka polaczony jest korbowodem dlugosci | z punktem
tarczy kotowej w odleglosci r od jej srodka. Tarcza porusza sig ze stala predkoscia katowa w.

1. Jakie jest rownanie ruchu ttoka?
2. Kiedy chwilowy srodek obrotu jest w nieskonczonosci?

3. Jakie jest réwnanie centroidy? (réwnania paramatryczne wzgl. kata obrotu tarczy)

81. Kolo kolejowe toczy sie ze stala predkoscia po szynie bez poslizgu. Znalezé réwnania ruchu
punktu:

e pomiedzy powierzchnia toczenia a srodkiem kota
e na powierzchni toczenia

e na obrzezu kola, dalej od srodka niz powierzchnia toczenia

Co jest w tym przypadku centroida?
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Ruch ptaski ztozony

82. Szpulka o promieniu zewnetrznym R i wewnetrznym r < R toczy si¢ bez poslizgu po poziomej
powierzchni na skutek odwijania nici ze szpulki w kierunku poziomym. Jaka jest zaleznos¢ predkosci
toczenia szpulki od predkosci odwijania nici?

83 (*). Jezeli sila z jaka jest ciagnieta ni¢ wynosi F', a moment bezwladnosci szpulki wynosi I =
mr?/2, to ile wynosi sita tarcia pomiedzy szpulka a podlozem?

84. W powyzszym zadaniu rozwaz sytuacje, gdy ni¢ odwija sie ze szpulki pod katem o do poziomu.
Jaki jest kat graniczny pomiedzy ruchem szpuli w lewo i w prawo przy odwijaniu nici?

*

maﬁ

jfﬁi‘ ‘;f N P

g—
Rys. 22: Mechanizm ptaski z zadania 85

85. Mechanizm plaski sktada si¢ z dwoch ramion zamocowanych do podioza w przegubach w odle-
gtosci d. Drugie ramie ma dtugosé r i jest zakonczone trzpieniem, ktory porusza sie w prowadnicy w
ramieniu pierwszym. Odleglosé trzpienia od punktu zaczepienia ramienia pierwszego oznaczamy jako
x. Katy jakie pierwsze i drugie ramie tworza z podlozem wynosza odpowiednio « i 3. Zakladajac ze
znamy «, oblicz:

e i i3 korzystajac ze wzoru na predkosé trzpienia w ruchu wzglednym.
e [3 korzystajac z twierdzenia sinuséw

e wyprowadZ wzor na x i zrézniczkuj go po czasie.
Odpowiedz:
. dsinf . dcv
cos(ff — ) cosactg B + sin «
sin 3 . Q

~ sinacos(f — a) 7 sin a(cos actg B + sin )

86. Dla sytuacji z poprzedniego zadania wyraz ctg 3 przez d,r oraz c.

87. Mechanizm plaski sklada sie z trzech pretéow polaczonych przegubami B, C' i jest przymo-
cowany do podioza przegubami A i D. Predkos¢ i przyspieszenie katowe elementu AB wynosi
wy = 10rad/s, e4 = 300rad/s”. Wyznacz:

e Predkosci katowe elementow BC' i DC
e Chwilowy srodek obrotu (stad alternatywnie predkosci katowe)

e Przyspieszenia katowe elementéw BC i DC

88. Znajac predkosé i przyspieszenie katowe elementu BC' na rysunku 24 okresl predkosci i przyspie-
szenia punktéw A i D
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Rys. 23: Mechanizm ptlaski z za- Rys. 24: Mechanizm ptaski z za- Rys. 25: Mechanizm ptaski z za-
dania 87 dania 88 dania 90

89. W przekladni planetarnej na rysunku 26 promienie kot
Wynosza: ra,"g = r¢ = rp,Tg. Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy
rekosciami katowymi jarzma, kota A i kota E? Jaka zaleznosé
miedzy promieniami wymusza plaska konfiguracja przektad-
ni?

90. Pélokrag na rysunku na rysunku 25 obraca sie z pred-
koscia katowa wy. Na nim slizga si¢ koralik z predkoscia v
wzgledem poétokregu skierowana w gore. Kat 6 wynosi 60°.
Oblicz sktadowe predkosci i przyspieszenia koralika w ukadzie
nieruchomym.

Rys. 26: Przektadnia z zadania 89

Ruch kulisty

Przegub Cardana

Rozwazaé bedziemy przegub krzyzakowy (Cardana). Lacznik przegubu (krzyzak) wykonuje ruch
kulisty. Lacznik jest polaczony para antypodycznych sworzni do watu czynnego i drugag para anty-
podycznych sworzni do watu biernego. Pomiedzy parami sworzni jest kat prosty.

Zaktadamy, ze watl czynny tworzy z watem biernym kat 7. Zauwazmy, ze sworznie kazdej z par
pozostaja na ustalonych okregach, utrzymywane przez widetki swoich watow.

= 73 Py
Ca¥

-7
ol Ga' .::_‘,l‘
9
X

Rys. 27: Przegub krzyzakowy (Cardana)

91. Jakie sa réwnania parametryczne ruchu punktu po okregach o promieniu R:
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1. o plaszczyznie prostopadiej do wektora v, w chwili zero punkt na osi OZ
2. o plaszczyznie prostopadtej do wektora cosyi'+sin~yj, w chwili zero punkt w plaszczyznie XY .
Odp. 7 = [0, 8in ¢1, cos ¢1], 7y = [sin~y - cOS Pa, — COS7Y - COS g, Sin o).

92. Na ruchy z poprzedniego zadania nakladamy warunek, ze kat pomiedzy punktami na obu okre-
gach w danej chwili czasu jest prosty. Jaki to daje warunek wiazacy katy obrotu obu watow?

Odp. tg o = tg ¢y - cosy
93. Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy predkosciami katowymi obu watow?

Odp. wy = wy -cosy/(1—sin®(¢) -sin? ). Jezeli wal czynny obraca sig ze staty predkoscig katowa,
to wy = wy - cos v/ (1 — sin?(wit) - sin? )

94. Dwa waly polaczone sa przy pomocy przegubu dwukrzyzakowego (dwa przeguby krzyzakowe
polaczone walkiem posrednim). Katy pomiedzy walami na obu przegubach sa takie same, a ruch
przegubu drugiego jest przesuniety w fazie wzgledem ruchu przegubu pierwszego o 7 /2 (czyli cztery
sworznie na przegubie leza w tej samej plaszczyznie). Jaka jest zaleznos¢é predkosci katowych watu
czynnego i biernego?

Odp. Sa zawsze réowne.

95. Dwa waly polaczone sa przy pomocy dwéch przegubéw krzyzakowych polaczonych dtugim wal-
kiem posrednim. Watl wyjsciowy i wejsciowy pozostaja rownolegle, a zastosowanie watka posredniego
zapewnia mozliwos¢ przesuwania si¢ wzgledem siebie waléw. Ruch przegubu drugiego jest przesunig-
ty w fazie wzgledem ruchu przegubu pierwszego o /2 (czyli cztery sworznie na przegubie leza w tej
samej plaszczyznie). Jaka jest zaleznos¢ pomiedzy predkosciami obu waléw?

Odp. Sa zawsze réowne.
96. Jak zmienia sie wektor chwilowej predkosci obrotowej krzyzaka w przegubie krzyzakowym?

Wskazéwka: Chwilowa predkos¢ katowa jest prostopadia do predkosci liniowych obu sworzni, a
X W= Twi.
Odp:
sin ¢
cos?(¢) + cos? v sin?(¢)
Koniec wektora chwilowej predkosci katowej zakresla elipse w ptaszczyznie Y Z. Powierzchnia
stozkowa na ktorej leza te wektory jest aksoidg nieruchomg krzyzaka.

(sin(¢y)j+ cos(¢y k).

W = —w¥ — wi Siny cos~y

Precesja

Szczegbdlnym przypadkiem ruchu kulistego jest precesja. Jest to ztozenie dwdch ruchéw wokdt usta-
lonej osi. Ruch wokét pierwszej osi odbywa sie z predkoscia katowa @y, ktora wiruje wokot drugiej
osi z predkosciag Wy. W kazdej chwili ruch kazdego punktu odbywa sie z predkoscia katowa &y + @s.

97. Predkosé¢ punktu ¥ w ruchu kulistym z chwilowa predkoscia katowa & wynosi & x &. Pokaz, ze
dla punktu ciata w precesji:

e chwilowe przyspieszenie katowe wynosi &y X WJs.

e chwilowe przyspieszenie liniowe wynosi (7 @) — w7+ 1 X (J) X do).
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98. Stozek o wysokosci h i o kacie v pomiedzy wysokoscia a tworzaca toczy sie bez poslizgu po
plaszczyznie wokél swojego wierzcholka.

e (o jest aksoidg ruchoma, a co nieruchomag?
e [le wynosi wartos¢ chwilowej predkosci katowej?
e Jaka jest chwilowa predkosé i przyspieszenie najwyzszego punktu stozka?

99. Kula o promieniu Ry toczy sie jednoczesnie po poziomej powierzchni i wokotl pionowego walca o
promieniu Rj;.

e Co jest chwilowa osia obrotu? Gdzie lezy srodek ruchu kulistego?
e (o jest osia obrotu wlasnego? Jaki jest kat nutacji?

e Umieszczajac poczatek UW w srodku ruchu kulistego tak by srodek kuli miat wspotrzedna
y = 0, wyznacz wektory predkosci katowych: &; (obrotu wilasnego) i & (chwilowa) przez ws
(wartos¢ predkosci katowej precesji).

o Wyznacz wektor przyspieszenia katowego kuli

Wyznacz predkosé i przyspieszenie najwyzszego punktu kuli

e Wyznacz predkosé i przyspieszenie punktu kuli: [—Ry — Rs, — Ry, — Ry ]
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