Blok V: Ciagi. Rézniczkowanie i calkowanie

V.1 Napisz 4 poczatkowe wyrazy ciagu:

!
a) a, =2n—1 b)an:n+3 ¢) an = n!
n! n(n+1)
V.2 Oblicz (lub zapisz) c1, c3, cak, cn—p dla:
a) cp =32 c) ¢, = 1-=D" d) ¢, = (n—Dln+1)!
n (n!)?
b) 3n—2
Cn =
3—4n

V.3 Napisz 3 i 5 wyraz ciaggu okres$lonego rekurencyjnie:

a) a1 =2, apt1 = 3an, d) a, = %, any1 = 3"a,?

b) a1 =1, any1 = 3(2a, +1) e) a1 =1, any1 = ap +(=1)"
2n

¢) a1 =4, apni1 = /an f) a1 =1, Qo1 = s

V.4* Znajdz wzér na a, dla ciggu okreslonego rekurencyjnie:
a)ap =1, apt1=a,+1 d) a1 =2, api1=3a,+2n-1
b) a1 =2, apt1=an e) ay = —2, pit1 = —an.
¢)ar =1, ap+1=a,+8n

V.5% Ciag (a,) okreslony jest nastepujaco:

1 an,
) m=g e =g

— W n-
nt Dan 11 yznacz ay + +a

b) ag =1, a1 +2a+...+na, =n(n+1)a,, dlan > 2. Wyznacz a,.
V.6 Wyznacz n-ty wyraz ciagu wiedzac, ze suma S,, wynosi:

_ 35 1 b) S, = n? S, =
a)Snfin—in ) ¢) Sn ntl

V.7 Oblicz sume wszystkich liczb nieparzystych od 1 do 99.

V.8 Zbadaj, czy podany ciag jest ciagiem arytmetycznym. Jesli tak to wyznacz jego réznice:

a) a, = 6n+1, b) b _n—l c) ¢ =nV2+2

n+1

d) d,=n?+n+1
V.9 Znajdz wzér na ogdlny wyraz ciagu arytmetyczngo a, wiedzac, ze:
a) a; =5, r=T,; C)a2:%7 agzi;
b) a1 = -2, r=25; d) a3 =-2, az+as=—4

V.10 Oblicz sume S,, ciagu arytmetycznego (ay,):



a)a; =1, r=3, n=12 ¢)ay=-10, r=5, n=25
b) a3 =100, r=-2, n=250

V.11 Wyznacz cigg arytmetyczny, w ktorym:
a) Sy =12, Sg=42 b) Sy =a, Sg=0b.

V.12 Osmy wyraz ciagu arytmetycznego wynosi 37, zas jedenasty wynosi 52. Oblicz wyraz dwudziesty oraz
sume wyrazéw od 5 do 15.

V.13 Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza cigg arytmetyczny. Przeciwprostokatna wynosi 30 cm.
Oblicz dlugosci przyprostokatnych.

V.14 W pewnym ciagu arytmetycznym a; = 8, a,, = 83, 5, = 728. Oblicz n i réznice r tego ciagu.
V.15* Udowodnié, ze jesli liczby dodatnie a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny, to liczby

1 1 1
Vb4 /e Vetva' Ja+ Vb

takze tworza ciag arytmetyczny.

V.16* Oblicz jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego, jesli suma jego n poczatkowych wyrazéw wyraza sie
wzorem S, = 3n2 + 4n.

V.17* Utworzy¢ ciag arytmetyczny o nastepujacych wlasnodciach: 1) pierwszy wyraz ciagu jest réwny 1, a
ostatni 31, 2) suma wszystkich wyrazéw od drugiego do przedostatniego wlacznie jest 4 razy wieksza od sumy
dwdéch najwiekszych z nich.

V.18 Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny wynosi 21. Liczby te powigkszone odpowiednio o 2, 3
i 9 utworza ciag geometryczny. Znajdz te liczby.

V.19 Jedli podany ciag jest geometryczny, to wyznacz jego iloraz:
a) 1,3,9,27,... c) —2,4,-6,8,—12,... e) v2,-2,2v/2,....

V3 1 V3
2

5 g ooy

DN | =

b) 5,5,5, ... d)

)

V.20 Wypisz 4 poczatkowe wyrazy ciagu geometrycznego, w ktorym

1 1
a) ap = —2, =3 c) ay = —4, ¢=-3
1 1
b) a1 =v2, ¢=— d) a1 = q="2.

V2

V.21 Wyznacz iloraz ciagu geometrycznego, w ktérym
a) a; =12, a3 =9 c)agz—ﬁ, as = V6 d)agz—l a6:i.
b) a5 =81, a7 =729
V.22 Wyznacz ciag geometryczny (a,), w ktérym:
as — a2 = 24 Qg
a){(124-&3 = 6 b){a2+a5

V.23 Oblicz sume S, ciagu geometrycznego (a,), w ktérym:

4a4
216



V.24 Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego wynosi 2, a iloraz jest rowny 3. Oblicz piaty i siodmy wyraz tego
ciggu.

20
V.25 Dane s3 ag = 9 ias = 31 dla pewnego ciggu geometrycznego. Obliczy¢ pierwszy wyraz oraz iloraz
tego ciggu.

V.26 W ciggu geometrycznym a; = 2 i ¢ = 2. Obliczy¢ sume dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

V.27* Udowodnié, ze suma odwrotnosci wszystkich wyrazéw skoficzonego ciggu geometrycznego rowna, jest
sumie jego wszystkich wyrazéw podzielonej przez iloczyn pierwszego i ostatniego wyrazu:

S "1
S=—",  S= —.
a1an z=Z1 a;
V.28%* Miedzy liczby 32 i 500 wstawi¢ liczby z i y tak, aby ciag (32, z,y, 500) byt ciagiem geometrycznym.
V.29 Dany jest ciag geometryczny, w ktérym a; + ag + a5 = 21, ag — a; = 3. Znalez¢ ten ciag.

V.30 Znalez¢é ciag geometryczny o pieciu wyrazach, w ktérym suma trzech poczatkowych wyrazéow wynosi
7, za$ suma trzech koncowych wyrazoéw jest 28.

V.31 Oblicz sumy:
a) z+zi+ad+.. . +an ) w4222 +32% + ...+ na™
b) 1+az?+azt+.. 22

V.32 Znalezé cztery liczby, z ktérych pierwsze trzy tworza ciag geometryczny, natomiast ostatnie trzy —
ciag arytemtyczny. Suma liczb skrajnych wynosi 14, suma dwéch pozostatych wynosi 12.

V.33 Dane sa dwa ciagi: arytemetyczny i geometryczny. Dwa pierwsze wyrazy ciagu geometrycznego sa
odpowiednio réwne dwém pierwszym wyrazom ciagu arytmetycznego. Trzeci wyraz ciaggu geometrycznego
jest o 12 wigkszy od trzeciego wyrazu ciagu arytmetycznego. Trzeci wyraz ciagu arytmetycznego jest o 12
wiekszy od pierwszego wyrazu ciagu geometrycznego. Znalezé te ciagi.

V.34 Liczby z, y, z, u tworza ciag geometryczny. Wykazaé, ze: (22 +y% +22)(y? + 22 +u?) = (vy +yz + 2u)?

V.35* Ciagiem Fibonacciego nazywamy ciag (a,) okreslony nasteujaco: a1 = az = 1, any2 = apt1 + an.
Udowodnié, ze

HE DN

ap = —F= —
"5 2 2

dla kazdej liczby naturalnej n.

V.36* Wykazaé, ze jesli ciag a, = n? —5n+2, to wtedy ciag b, = an41 —an +9 jest ciagiem arytmetycznym.

V.37 Wiedzac, ze liczby z +v, v+ 2y + 1, 22 + 4y + 32 sa trzema kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego,
zbadaj dla jakich x € R ciag ten jest ciaggiem rosnacym?

V.38 Dla jakich liczb rzeczywistych = ciag (v13 + 2, z,v/13 — 2) jest ciagiem geometrycznym?

V.39 Udowodnij, ze jedli drugi wyraz ciagu arytmetycznego jest $rednia geometryczng wyrazu pierwszego i
czwartego, to wyraz szosty jest érednia geometryczng wyrazu czwartego i dziewiatego.

V.40 Dany jest ciag o wyrazie ogélnym a, oraz dwie liczby g i e. Ktére wyrazy danego ciagu spelniaja
nieréwnosé: |a, — g| < €, gdy:



1
a) a, = , g=1, e=10"3 c) ap, = (—1)"=, q¢=0, e=3-10"2
n n
2n _3 1 1
b)an:7n2+17 g:O7 e =210 d)an:ﬁ’ 9207 622%'
V.41* Wykaz, ze liczba 0 jest granica ciagu (a,):
__2 (=" __3
a) a, = - b) an = - @an—n+1
2n+1
d) a, = 3
V.42* Udowodnij, ze liczba g jest granica ciagu (a,), jesli:
a) a, = , =2 b) ap, = —, = - - " - =1.
) nri Y ) 3+ 1) 9=3 c) an S 1

V.43* Pokazad, ze ciag: a, = 1+ (—1)™ nie ma granicy.

V.44 Udowodnij twierdzenie o trzech ciagach:

Jezeli lim a, = lim ¢, = g oraz istnieje liczba 0§, taka, ze dla kazdegon > 6 a, < b, < c,, to lim b, = g.
n— 00 n— 00 n—oo

V.45 Znajdz granice ciagu o wyrazie ogdlnym:

: 142+ +n
& nlggon—f—l h) nan;o n?
b) lim on— 3 oo 124224 g2
n—oo 7 — 5n i) lim 3
n—oo n
2
-1
C) lim ’;L 3 . . 3,22n+2_10
n—oo J—nmn - - -
L T
6n — 2
d 3
)nl—{gozln—?) 1+3+6+...+w
k) lim 3
e) lim vn+2—+/n e "
1) I + ! +oot !
1i1m —- —_— e S —
f) lim V4n2 +1—2n nooo 1-2 23 n(n—1)
g) lim v/n3+4n2—n m*)  lim 1+§+2—2+§+~--+2n71
V.46 Znajdz granice ciaggu o wyrazie ogdlnym:
1 2 n . 13\ 2n
a) lim +o+s ;_ 5 g) lim (14—*)
n—oo n n—oo
3 m . 2 n?
b) nhﬂrr;o 107 497 4- 8 h) lim (n JQrG)
n—oo n
¢) lim V3n2+2n—5—-nV3 o 1\n
n—co /50470 1 O" ) Jim (14 5)
d) lim (1+ l)” i*) 7}Lngon(ln(n+1) —1Inn)
n—oo n
o tim (3 k) i yfnt v —fn— Vi
n—oo n
£ Lm (E2) D lim 0%
) i (557) % Togen



V.47 Zbadaj, czy podany szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli tak, to znajdz jego granice:

)1 l_i'_l l_i_

b) 3—9+27—81+...

1 1 V2 2 4 3
) =+—4=+—F5+—F7+... e) - +1+-+...
' 2t AT e 377

11
£) VB+14+ —=+5+...

d) 0.240.02+0.002 + ..., V3 '3

V.48 Dla jakich wartosci  podany szereg geometryczny jest zbiezny:

a) ¥ —3x2 4+ 923 + ...

V.49 Oblicz granice:

i 5 13 2" 4 3"
a)nlingo(6+%+...+ o )
V.50 Oblicz:

\/5 1
1+ —+=-+...
a) 1+ 5 +2+

b) 124643 +...

1 1 2 3
1 d) tgx+tgiz+tgr+....
c) +1—|—x+(1+m)2+
7 25 3" + 4"
b) i (7 24 )
) Im (5t T
c)l—§+g—£+
5 25 125

d) V24+2+2V24+....

V.51 Podany utamek okresowy zamien na zwykty:

a) 0.(2)

b) 2.3(21)

¢) 0.0(80)

d) 1.8(81).

V.52* W tréjkat réwnoboczny o boku a wpisanao koto, w to kolo wpisano zanowu tréjkat réwnoboczny, a
w ten trojkat znéw wpisano koto itd. Oblicz sume diugosci promieni i sume pdl otrzymanego nieskonczonego
ciggu kot.

V.53* Dany jest kwadrat o boku a. Kwadrat ten rozcieto na dwa prostokaty o réwnych polach. Jeden z tych
prostokatéw rozcigto nastepnie na 2 kwadraty, z ktérych jeden rozcigto znowu na 2 prostokaty o réwnych
polach itd. ZnajdZ sume tych wszystkich pdl, korzystajac z wlasnosci szeregu geometrycznego. (Pokazanie —
na przykladzie — stusznosci wzoru na sume ciagu geometrycznego).

V.54 Znajdz granice funkcji (na podstawie definicji Heinego):

: 3
a) f(x) =32 — 52° — 7 w punkcie 12. o) f(z) = z° - 27 w punkcic 3
z—
2
_4 _
b) f(x) = < w punkcie 2 d) f(z) = r=3 w punkcie 4

V.55% Znalez¢ granice funkeji f(z) = sinx/x przy « dazacym do zera. Wynik przedstawi¢ w sposob graficzny.
Jaki rodzaj nieciaglosci posiada ta funkcja w punkcie x = 07 W jaki sposéb mozna zbudowaé z tej funkcji
funkcje ciagta?

V.56 Znajdz granice funkcji w punkcie

. . 3 1 2 _
a) il_)ml(2sc 1) ¢) lim Al e) lim =9
z—1 (a: — 20)10 z—-3 T+ 3
211 244 4
b) lim (=322 44z +7) d) lim z° -1z +30 f) rrrirtd
rz——1 r—5 x—>5 T——2 x + 2



sin(5x) . 622 -2z —1 . Vat+16—4

1 k) lim —————— J S —
g)wg}) x )x1—>n%)21‘3—x2—1 n)lh_r%1/x2+25_5
h) lim oot o) lim 8%

z—0 sin fx Vo ri-1 z—0

) 1) 1111%7
N — COST T— x 1—
i) lim ——— p*) lim Tt
>0 T a—1 ctg(mz/2)
. 9 -9
sin”“ 2x : €z
li m) lim ———
) 7m0 sin? 3z a=2\/z — /2
V.57 Znajdz granice funkcji w nieskonczonoéci
) Jim Va?—3 -2 Q) i AT §) Jim (@ ~ T +m)
r—o00 322 — 22 + 3

h) lim (2 +22% — 62 +1)

r——00

b) lim Va2 —-6zx+9—x+3 . 13
v e);g&(”%) L. @ =5+ Tr—8
i) lim
z—oo 3zt — 622 — 10

22 +1 (m2—2>51‘ ol 3x3 —102? — Tz + 11
J

I .
c) vl 202+ +1 ) Ilinéo e 222 — 1223 — 132 — 5

x
V.58 Zbadaé¢ granice jednostronne funkcji w punktach nie nalezacych do dziedziny:

1 2

W) flx) =+ Q) fl) = §) f@)=

__* 12—z 1
b) fla) = — e) flz) = —— h) f() = o

2 a? + 2z — 15
c) f(x):x+2 f) f(x):ﬁ i) f(z)=e'/"
V.59 Zbada¢ cigglosé funkcji na zbiorze R
|z + 2] o 4202 + w42
&) =1 sz’ 77 ¢) f(x) = vrs 0 T
1, a=-2 -5, x=-2
2+ x(x + cos x)

by fo)={ T3 #8,1 DI = i x#g

= —1, T = , T =

1, rz=1
V.60 Oblicz pochodna funkcji:
2) f(z) =2 +3 h) f(z) =~z n) fw) = o2
b) f(z)=z+5 i) f(z) = V2 0) flz)=a7?
) fle) =z —7 i) ) =2 p) f(z) =22
Q) f(o) =2 +7 Q) f(w) = 3a?
) fa) = i

e) f(z) =5 r) f(z) =5z
f) fla)=c D flz) =2 $) f(z) = —10072
g) flx) =2 m) f(x):x% t) f(z) =922 — 122 4+ 4



u) f(z) =23 — 92 + 270+ 27

v) f(x) =492 — 702 + 25
V.61 Oblicz pochodna funkcji

8) f(z) = tga

b) f(z) =ctgx

V.62 Oblicz pochodna funkcji:

a) fx)=(x—1)(22+2+1)
b) f(z) = z(z —2)(x - 3)

) f(z)=xze”

d) f(z) =227

2) fla) = —
b) J(@) = —
O fle)=
d) f(£) = 5

V.64 Oblicz pochodna funkcji ztozonej:

a) f(z) = (a? +1)"

b) f(z) = (2° + 22—z — 2)°
¢) f(x) = sin(2z)
d) f(z) = cos(3z)
e) f(x) = tg(4x)
f) fl) =va?+1
g) f(z)=In(x+ Va2 +1)

V.65 Oblicz pochodng funkcji ztozonej

a) f(z) =tg8x
b) f(z) = ctg Tz
¢) f(z) = (sinz)?

c) f(z) =2sinzx

d) f(z) =3cosz+m7

2) f(a) = (a+2)*

e) f(x) =5tga —7

f) f(x) =—3ctgx+3

&) f(z) = 2° log(x) + 22? logy(x)
f) f(x) =xcosz
g) f(z) =a%sinz + xtga

h) f(x) = (22 — 2+ 1)(sinz + 3cosz)

zlogx
h) f(z) = 2l
) f(a) = UL co07)
i) fl) = n(z)
W 1@ = (g)
) 1622 — 5z — 9\ 4
i) f(:”):( 120 — 7 )

j) flz)=(32° =17z +3)3 -7
k) f(z) = (32° — 17z +3)13 -7
) f(z) = V423 + 222 —m+ 22 — V9

222 — 1
(22 + 1)

m) f(z) =
h) f(z) = sin(z + 3)
i) f(z) = cos(x? — 3)
j) flz) =tg(a® +7)

k) f(x) = ctg(3z? — 8z +5)

y) f(x) =82® — 8x* + 22 +3



V.66 Oblicz pochodna funkcji:

a) f(z) = 3x%sin (274__:1)) + 1) g) f(x) =sinz cos(z — 3)

h) f(x) = sin(z — 3) cos(x + 3)

i) f(z) = (ctg(a? — 7)) tg’(a® = 7)

b) f(x) = [5x cos(z* — 1)]?

z—1
) 1) =\ Tote (T53) ) f(z) = 21
Q) f(r) = getg s K J@) =
e) f(z) =sinzcosz ) f(z)=Inz
f) f(z) = (sinz + cos x)? m) f(z) = v/In(tg(sin(z2 + 1)))

V.67 Oblicz pochodna funkcji:

a) f(z)=a> d) f(z) = V3a3 h) f(z) = 22"

e) f(z)=3e" i) flz)=a'e"
b) f(z) = —5a" ) -

f) f(z) =13e® j) f(z) = (sinzx)*™*
¢) f(z) = V8aY®" g) f(z) =a" k) f(z) = tga®

V.68* ZnajdZ réwnania stycznych do okregu o srodku w punkceie (3,2) i promieniu réwnym 4 dla punktéw
okregu o odcietej x = 4.

V.69* Znajdz kat pomiedzy stycznymi do okregu o §rodku w punkeie (4, 7) i promieniu réwnym 9 w punkeie
z = 6.

V.70 Znajdz styczna do wykresu funkcji:
a) f(z) = 2x® — 3z + 5 w punkcie z = 2 ¢) f(z) = 2sin2z w punkcie z = 7
b) f(x) = e*~3 w punkcie = = 3
V.71 Znajdz ekstrema funkcji:
a) f(x) =3z -5z 47 c¢) f(x) =3z =5z — 7
b) f(z) = =52 + 17z + 1 d) f(x) = ba® —122% 4+ 52412

V.72 Znajdz punkt, w ktérym prosta styczna w tym punkcie do paraboli y = %1:2 jest réwnolegta do 2x —
y+3=0.

V.73 Okreél przedzialy monotonicznosci funkcji

4
a) y=a° —4a® +4a + 2 __z 42
) y= ) y=oif2E
2
b)iy—x+1 d) y = 2%

V.74% Bieguny ogniwa o sile elektromotorycznej F i opornosci wewnetrznej r polaczono przewodnikiem o
opornosci R. Zbadaé dla jakiej wartosci R moc na tej opornosci jest najwieksza.

V.75* Na danym kole opisa¢ trapez réwnoramienny o najmniejszym polu.

V.76 Oblicz:



a) /dx
b) /xdx

0 / (@ + 1)dz
d) /(g;2 — 3z +5)dx
e) /(2:133 — 5% + 4z — 1)dx

1
f) /(m47m3+§x2—5x—5)dx

g) /(sinm + 2cosx)dx

h) /(cosx —3sinx + x)dx

i) /tgmdm
j) /ctgxdx
0 f(E By

V.77 Oblicz stosujac twierdzenie o catkowaniu przez czesci:

a) [xsinazdx
b) [z coszdx

c) [ze®dx

d) [z?e*dx
e) [z3e*dx

f) [zlnzdr

V.78 Oblicz stosujac twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie:

a) / 8el” dx

b) /(176596 — 72% + 1)da
c) /sin 2xdx

d) / cos Sxdx

e) /sin (%x)dw

V.79* Oblicz:

a) / sin? zdx
b) / cos? zdx

c) / 3sin 2z cos 2zdx

13dz
d e
)/33:2—153:—42

)/ (3z+ )
¢ 202 +Tx +1

1— 22

N i

B

f) / 6sin 7Txdx

g) / e Tdx

h) /51n(3x)3dx
i) /ﬁdm

2x
j —d

n) /(e“’ + 2tgx)dx
o) /x\/de

p) /de

g) [2°Inzdx
h) [e®sinazdz

i) [e”cosadx

k)/ L dx

rz—1
3z

) /md’ﬂ

m) /de
8r — 12

1
g) / dx
COST

sin® x + cos?
h) ) . B dx
sin® x — sinz cosx + cos2 x

. 1

. 1

) /x2+1d$
1

k) /7&:2_16(196

4 _ _
1)/33: 5x 7dx

1223 — 5



w) |

Ta3
322 -5

dz

10



