Wykład.

Praca siły, energia kinetyczna, energia potencjalna siły zachowawczej                                                                      

Uwaga:

Obrazki w tym streszczeniu znajdują się stronie www: 

http://www.whfreeman.com/tipler4e/content/instructor/index.htm
Praca siły przemieszczającej obiekt.

Przemieszczenie prostoliniowe.

Przypadek siły stałej.

Pytanie:  Co to jest praca? Jak widać nawet z tytułu tego krótkiego streszczenia w fizyce mówimy o pracy w odniesieniu do działającej siły, która przemieszcza jakiś obiekt. Może to być praca siły ciężkości przy przesuwaniu pewnej masy m na pewną odległość w obszarze, gdzie zdefiniowana jest wartość tej siły ciężkości. Może być to praca siły elektrostatycznej przy przesuwaniu ładunku na pewną odległość w obszarze, gdzie zdefiniowana jest wartość tej siły elektrostatycznej. Należy też zawsze zwrócić uwagę czy mówimy o pracy tej siły (w naszych przykładach grawitacyjnej czy elektrostatycznej) czy też o pracy siły zewnętrznej przesuwającej dany obiekt i działającej przeciwko siłom istniejącym w danym obszarze.  

Będziemy dalej mówić o pracy pewnej siły F (jest to wielkość wektorowa!), która działa na obiekt. Przy czym założymy, że siła ma stałą wartość i [image: image28.jpg]


przesuwa obiekt po poziomym podłożu. Ponieważ jest nachylona do podłoża pod kątem 
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(rysunek)to tylko jej  składowa  pozioma 
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wykonuje pracę. Praca ta wynosi:
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Jest to pole pod wykresem funkcji Fx w zależności od położenia. (patrz na rysunek obok).[image: image29.png]


 

Przypadek siły zmiennej.

Jeśli sytuacja będzie bardziej skomplikowana i siła będzie miała zmienną wartość podczas przesuwania skrzyni po prostej OX, wtedy wykres zależności siły od położenia wygląda na przykład tak jak na rysunku poniżej. Praca ta jest polem pod wykresem funkcji Fx w zależności od położenia.

[image: image30.png]


Pracę tę można obliczyć sumując po kolei zaznaczone na wykresie prostokątne słupki. 

 Otrzymamy w wyniku: 
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Ponieważ (Fx)i oznacza wartość składowej x-owej siły na środku i-tego słupka o szerokości xi to wynik będzie tym dokładniejszy im większe będzie N, czyli węższe przedziały xi. Ponieważ cały przedział x2-x1=Nxi.

Graniczne sumowanie dla N nieskończonego umożliwia dokładne policzenie pola pod krzywą. Oznaczamy je symbolem całki i piszemy:
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,  gdzie G(x) jest nazywana funkcją pierwotną funkcji Fx(x). 

Funkcja G(x) spełnia następujący warunek:
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W naszym konkretnym przypadku funkcja podcałkowa to składowa pozioma wektora siły F, czyli Fx. Jest ona funkcją położenia co oznaczamy jako Fx(x).

Wynika stąd, że:
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Widać, że zmienna wartość składowej Fx siły F może wynikać, ze zmiany wartości siły przy ustalonym kącie 
[image: image8.wmf]θ

ale również może być to działanie stałej siły przy zmiennym kącie jej nachylenia lub wreszcie może działać zmienna co do wartości siła o zmiennym kącie nachylenia. 

Przemieszczenie po linii krzywej

[image: image31.jpg]


Ciągle dotąd rozpatrywaliśmy przemieszczenie obiektu po linii prostej. Jest więc oczywiste, że można mieć do czynienia z sytuacją bardziej skomplikowaną: przemieszczaniem obiektu po linii krzywej, przy tym siła jako wektor jest zmienna (w każdym punkcie na krzywej jej wartość ulega zmianie). Na rysunku (a) obok tor jest krzywoliniowy (brązowy), w danym punkcie siła F tworzy ze styczną do toru kąt 
[image: image9.wmf]φ

. Przemieszczenie jest wektorem o nieskończenie małej długości stycznym do toru i oznaczonym jako dr .  Na rysunku (b) narysowana jest składowa styczna siły Fs składowa normalna nie wykonując pracy (dlaczego?) oraz wektor prędkości v styczny do toru, czyli z definicji równoległy do wektora składowej stycznej siły. 

Elementarna praca dW siły F na drodze dr wyrażona jest jako praca siły stycznej do toru, czyli:
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czyli jest iloczynem skalarnym siły przez elementarne przemieszczenie. Praca jest wielkością skalarną. Jeśli będziemy chcieli obliczyć pracę po drodze krzywoliniowej musimy posłużyć się nieznaną nam jeszcze całką krzywoliniową. Możemy jednak uniknąć kłopotu używając zamiany zmiennej całkowania na czas. Robimy to następująco.

Obliczamy pracę W przemieszczenia po krzywoliniowym torze o początku w punkcie opisanym wektorem wodzącym r1 i końcu w punkcie opisanym wektorem wodzącym r2. Praca ta:
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Otrzymany wynik pokazuje, że całkę krzywoliniową można zamienić na całkę w dziedzinie czasu, przy czym t1 odpowiada położeniu r1 natomiast t2 odpowiada położeniu r2. Zauważ, że wszystkie zmienne są teraz wyrażone przez czas a nie jak poprzednio przez współrzędne przestrzenne.

[Patrz wykład – rzut poziomy i obliczenie pracy siły ciężkości na torze parabolicznym od startu do upadku na ziemię z wysokości H].

Pojęcie energii kinetycznej i pracy.

Pytanie: Co to jest energia kinetyczna?

Jeśli siła F jest stała i rozpędza masę m od prędkości v1 do prędkości v2 to możemy napisać:
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Podobne rozumowanie dla siły zmiennej co do kierunku względem przesunięcia  daje:
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Siła zwiększa przez wykonanie nad ciałem pracy jego energię ruchu – energię kinetyczną.

Można określić energię kinetyczną obiektu o masie m i prędkości v jako pracę, którą ono może wykonać do chwili zatrzymania się. 

Pojęcie energii potencjalnej i siły zachowawczej - gradient

[image: image32.png]droga A

droga B





W naszych rozważaniach ograniczymy się do przypadku dwuwymiarowego – ruchu na płaszczyźnie. Można to następnie natychmiast uogólnić do trzech wymiarów. Rozważmy pewne pole siły. Znaczy to, że w każdym punkcie przestrzeni określony jest wektor siły F(x,y) działającej na pewną masę m. Chcemy policzyć pracę przesunięcia tej masy pod działaniem siły F(x,y) z punktu 1 do 2 po drodze A i porównać z prac pracą przesunięcia jej po drodze B. Jeśli praca wykonana na drodze z punktu 1 do 2 jest taka sama dla drogi A, B i wszystkich innych dróg zaczynających się w 1 i kończących w 2 to można to sformułować ogólnie następująco:

Jeśli praca przemieszczenia masy m między punktami 1 i 2 nie zależy od drogi po której nastąpiło przemieszczenie to mówimy, że siła jest zachowawcza, albo potencjalna.

Inne równoważne sformułowanie zachowawczości siły jest następujące. 

Jeżeli praca przemieszczenia masy m po drodze (krzywej) zamkniętej wynosi zero to mówimy, że siła jest zachowawcza, albo potencjalna.

W naszym przypadku praca  przemieszczenia masy m z punktu 1 po drodze A do punktu 2 i potem z punktu 2 po drodze B do punktu 1 wynosi zero.

Możemy zapisać pracę siły F(x,y) na drodze elementarnego przemieszczenia dr jako:
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Ponieważ praca siły F(x,y) nie zależy od drogi, a tylko od punktu startu i końca przemieszczenia to można określić funkcję skalarną, zależną tylko od współrzędnych (x,y). Nazywamy ją energią potencjalną i określamy jej nieskończenie mały przyrost:
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Minus został wybrany ze względu na to, że ubytek energii potencjalnej jest równy wykonanej elementarnej pracy. Jest on przyjęty ze względów fizycznych. 

Przyrost funkcji U(x,y) można wyrazić jako sumę przyrostów funkcji względem obydwu zmiennych niezależnych x i y jako:
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Pochodne U względem x i y nazywają się pochodnymi cząstkowymi i liczymy je tak, jakby druga zmienna była stałą przy liczeniu pochodnej cząstkowej po pierwszej zmiennej.

Na przykład jeśli    U=6xy2
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Z drugiej strony 
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Grupując wyrazy z odpowiednimi przyrostami dx i dy otrzymamy:
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Ponieważ równanie to obowiązuje dla dowolnych przyrostów dx i dy to muszą znikać tożsamościowo wyrażenia w nawiasach stąd otrzymamy związki:
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Mówimy, że siła równa jest ujemnemu gradientowi energii potencjalnej  co zapisujemy:
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lub w postaci rozwiniętej: 
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Zasada zachowania energii mechanicznej.

Elementarna praca dW dla siły zachowawczej może być wyrażona przez ubytek energii potencjalnej tej siły. Czyli dW = -dU

Wiemy, że: 
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Stąd:
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 EMBED Równanie Microsoft 3.0 [image: image27.wmf]dT
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Widać, że praca jest zużywana na wzrost energii kinetycznej dT masy m.

Porównując:

dW = -dU oraz dW = dT

otrzymamy:

-dU = dT

Stąd zaś, d(U+T) = 0 czyli zmiana sumaryczna energii potencjalnej i kinetycznej jest równa zeru. 

Ogólne sformułowanie prawa zachowania energii mechanicznej dla układu ciał w polu sił zachowawczych i oddziałujących na siebie wzajemnie siłami zachowawczymi jest następujące. 

Suma energii potencjalnej i kinetycznej układu ciał, na które działają tylko siły zachowawcze jest stała.  
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