Zad. 1 Dwa okrety wyruszyty jednoczesnie z tego samego miejsca w droge W Kierunkach
do siebie prostopadtych, jeden z predkoscig v; = 30 km/h, drugi z predkoscig v, = 40 km/h.
Obliczy¢ predkos¢ wzajemnego oddalania si¢ okretow oraz ich odlegto$¢ po uptywie 20 min.

Rozwigzanie

Zacznijmy moze od drugiego polecenia — wyznaczenia wzajemnej odlegtosci, pozwoli to nam
tatwiej zrozumie¢ metodg¢ obliczenia.
Ruch obu okretéw to ruch jednostajny prostoliniowy. Rdwnania przedstawiajace pokonang
przez nie droge mozemy zapisac:

Si(t)=wvyt

S, (t) =Vyt

lub tez (uwzgledniajac fakt, ze poruszajg si¢ w kierunkach prostopadtych) w uktadzie
wspotrzednych kartezjanskich:

X1 (t) =vi t

Y2 (t) =vyt

Ich potozenie po uptywie 1/3 h wynosi¢ wigc bedzie:
X1 = 30/3 km =10 km
y> =40/3 km

Wzaj emna odlzeglos'c' obliczymy z twierdzenia Pitagorasa:
D" =x"+

Po podstawieniu otrzymamy D = 50/3 km.

Wr6cmy teraz do zagadnienia wzajemnej predkosci. Poniewaz ruch odbywa si¢ z tego
samego punktu w kierunkach wzajemnie prostopadtych, do obliczenia wzglednej predkosci
réwniez zastosuj emy twierdzenie Pitagorasa:

V=it vy,

skad v =50 km/h.

Zauwazmy, ze wynik D = 50/3 km otrzymujemy tez, podstawiajagc do wzoru D = vt
otrzymang warto$¢ wzajemnej predkosci i czas t =1/3 h.

Zad. 2 Samochod rusza z miejsca w momencie zmiany $wiatet na zielone z przyspieszeniem a
=2 m/s?. Cig¢zardéwka poruszajaca si¢ ze Statg predkosciag v = 20 m/s w tym samym kierunku
wyprzedza samochod w momencie, gdy ten rusza. Po jakim czasie t samochod dogoni
cigzarowke? W jakiej odlegtosci s od przejscia ze §wiattami to nastgpi? Jaka predkos¢ v ma
samochdd w tym momencie?

Rozwigzanie
Ruch samochodu to ruch jednostajnie przyspieszony (z predkoscig poczatkowa rowng zeru),

ruch cigzarowki — jednostajny.

Zatem réwnania opisujace potozenie obu ciat:
x(t) = at? /2
Xz(t) =wvt



Czas spotkania t obliczymy z warunku x; = X, (formalnie sg tu dwa rozwigzania, alet =0
odpowiada mijaniu w chwili poczatkowej): t = 2v/a =20 s.
Odlegtos¢ s od miejsca rozpoczecia ruchu obliczymy podstawiajac t = 20 s do ktoregokolwiek
z rownan okreslajacych potozenie; otrzymujemy s = 400 m.
Predkos¢ samochodu w tym momencie obliczamy ze wzoru (predkos¢ w ruchu jednostajnie
przyspieszonym):

vi(t) = at =40 m/s.

Zad. 3 Cialo porusza si¢ ze statym przyspieszeniem. Jego predkos¢ w chwili t; = 5 s jest
réwna v, = 3 m/s, a w chwili t; = 6 s jest rowna zeru. Oblicz pr¢dkos$¢ vg ciata w chwili t= 0 i
droge s, przebyta przez ciatlo w czasie od t =0 do t = t.

Rozwigzanie
Jak mozna si¢ zorientowa¢ na podstawie podanych wartosci predkosci, ciato zatrzymuje si¢ w

chwili t,, a wiec do tego momentu ruch musial by¢ jednostajnie opézniony.

Z warunku v(t) = v + at, po podstawieniu danych dla obu momentoéw i rozwigzaniu prostego
uktadu réwnan okreslamy a = -3 m/s? i vo = 18 m/s.

Ze wzoru na droge w ruchu jednostajnie opdznionym otrzymamy S = 54 m.

Zad. 4 Ciato poruszajace si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym, w czwartej sekundzie od
poczatku ruchu przebywa drogg rowng s = 35 m. Z jakim przyspieszeniem porusza si¢ ciato?
Wyznaczy¢ predkos¢ ciala w koncu czwartej 1 dziesiatej sekundy ruchu. Jaka droge przebywa
ciato w czasie jednej i pigeciu sekund? Jakg droge przebedzie ciato w ciggu drugiej i trzeciej
sekundy?

Rozwigzanie
Zwrdémy uwage na réznice miedzy stwierdzeniami ,,w czwartej sekundzie” i ,,w ciggu

czterech sekund”. Oczywiscie w czwartej sekundzie oznacza pomiedzy t; = 3Sits = 45s.
Dlatego tez droga pokonana w czwartej sekundzie As, to roznica drog pokonanych w ciagu
czterech i w ciggu trzech sekund (w ruchu przyspieszonym z vo = 0):

35m=Ass =S4—S3 = a(4)’/ 2 —a(3)*/2,
skada=10 m/s®.

Teraz juz latwo odpowiemy na pozostate pytania:
Vi=a4s=40m/s
Vig=a'10s=100 m/s

s;=10-1/2=5m
ss=10-52/2=125m

Asy=S,—$=102%2-5=20-5=15m
As3=S3—S,=10-3%2-20=45-20=25m

| jeszcze dwie uwagi warte odnotowania:

1) Przyspieszenie 10 m/s® oznacza, ze rozwazany tu ruch jest w zasadzie taki sam jak
spadek swobodny (przy zaokragleniu g do 10 m/s?); warto zwrocié uwage, jak szybko
rosnie pokonywana droga (wysokos$¢ spadania).

2) Gdy porownamy odcinki drogi pokonywane w jednakowych przedziatach czasu, np.
sekundach (5 m, 15 m, 25 m itd.) natrafiamy na regule, ktora okresla, Zze majg si¢ one
do siebie jak kolejne liczby nieparzyste, tj. pozostaja w proporcji 1:3:5 itd. Zwréémy



uwage, ze reguta obowigzuje dalej i potwierdza si¢ to dla czwartej i piatej sekundy,
tj. Asqg =7 As;=35m, Ass =9- As; =45 m.

Tak wiec znajac powyzsza regute (obowigzuje ona tylko dla ruchu jednostajnie
przyspieszonego!)* mogliby$my rozpocza¢ rozwiazanie zadania, okreslajac droge
przebyta w pierwszej sekundzie:

35m=Asq =7-s1(gdyz As; =8S1), skad natychmiast s; = 5 m i duzo latwiej
(i szybciej!) okresliliby$my przyspieszenie w tym ruchu.

Zad. 5 Cialo zostato wyrzucone pionowo w gore z predkoscig poczatkowg vy = 30 m/s.
Na jaka wysoko$§¢ wzniesie si¢ 0N0 po czasie t; = 4 s? Jaka bedzie jego predkos¢ w tym
momencie? Jakg maksymalng wysoko$¢ osiggnie? Po jakim czasie t, powrdci na ziemig?
Z jaka predkoscia uderzy o ziemie? Dla uproszczenia przyjaé warto$¢ przyspieszenia
ziemskiego g = 10 m/s®.

Rozwigzanie
Rozwazamy ruch swobodny (bez oporu powietrza), w I czesci bedzie on jednostajnie

op6zniony (wznoszenie do chwili zatrzymania na wysokosci h), w Il — jednostajnie

przyspieszony (spadek swobodny z wysokosci h).

Caty czas ciato podlega dziataniu tylko sity grawitacji, a wigc przyspieszenia g.

Podana przyblizona warto$¢ tego przyspieszenia informuje nas, o ile m/s (w tym

przypadku 10) w kazdej sekundzie maleje (lub ro$nie) warto$¢ predkosci.

Z tego punktu widzenia jest w zasadzie oczywiste, ze ruch w gore potrwa 3 s (mozemy to

tez policzy¢ wg wzoru t = vg /).

Do obliczenia maksymalnej wysoko$ci mozemy wykorzysta¢ wzor na drogg w ruchu

jednostajnie opdznionym (podstawiajac vo = 30 m/siczast=35s):
S=wvet—gt?/2=30-3-45=45m.

Oczywis$cie ten sam wynik da nam skorzystanie ze wzoru
h = gt%/2,

ktory okresla, z jakiej wysokosci h spada swobodnie ciato w czasie t (jest to bowiem wzor
na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym z vg = 0).

Fakt, ze tu tez podstawiamy t = 3 s wynika z symetrii zjawiska: przy zatozeniu braku
oporu powietrza ruch odbywa si¢ w podobny sposob w gore 1 w dot — predkos¢ maleje,
jak i pdzniej rosnie, w tym samym tempie (10 m/s na sekunde), gdy wigc do pokonania
jest konkretna wysoko$¢ h, przy rzucie pionowo w gore ruch do gory i potem spadek na
dot zawsze potrwa tyle samo. Co wiecej, koncowa predkos¢ bedzie rowna poczatkowej!
Wynika to zarowno z kinematyki (vk = g-t = 30 m/s), jak 1 z najzwyczajniej spetnionej
zasady zachowania energii — co prawda poczatkowa kinetyczna zamienia si¢ w ruchu w
gore catkowicie w potencjalng (stad zreszta jeszcze jeden, moze najtatwiejszy sposob
okreslenia wysoko$ci h maksymalnego wzniesienia: mv%/2 = mgh), ale pézniej (ta sama)
potencjalna jest zrédtem kinetycznej, ktora przy zakonczeniu ruchu (swobodnego!) musi
powroci¢ do wartosci poczatkowej. Tak wiec ciato uderzy w ziemig¢ z predkoscig 30 m/s.

I ostatni problem: jak okresli¢ wysokos¢ (i predkos¢) np. po 4 sekundach, a w ogdlnym
podejsciu — w dowolnym momencie trwania ruchu?

! Ewentualnie mozemy jg tez zastosowac¢ w odwrotnym porzadku do ruchu jednostajnie opdznionego, tj. np. dla
trzech kolejnych tych samych przedziatéw czasu, np. sekund, przebyte odcinki drogi bedg w stosunku 5:3:1.



Zauwazmy, ze gdy rownanie vot — gt /2 traktujemy nie tylko jako opisujace droge w
ruchu jednostajnie opdznionym, ale po prostu wspétrzedng y (czyli wysokosé¢!) w czasie,
otrzymujemy poprawny opis tej wspotrzednej dla catego czasu trwania ruchu (mozesz
sprawdzi¢ dlat=3 s oraz t=6s), zatem y (t; =4 s) =30-4 — 80 =40 m.

Podobnie jest z predkoscia,

v =vo— gt
to ogdlny ,,przepis”* na okreslenie predkosci ciata w dowolnym momencie trwania ruchu
(sprawdz podstawiajgc j.w.); zatem v (t; =4 s) = 30 — 40 =-10 m/s.

Oczywiscie znak ,,-,, okres$la zwrot predkosci jako przeciwny do poczatkowego (a wigc
tym razem juz w dot, w strone ziemi).

Zad. 6 Czastka porusza si¢ wzdhuz osi x w taki sposob, ze jej potozenie jako funkcje czasu
opisuje formuta x(t) = 3 — 4t* [m]. Obliczy¢ predkos¢ i przyspieszenie tej czastki w
chwilacht=3sorazt=5s.

Rozwigzanie

W toku przyswajania fizyki bedziemy niekiedy upraszcza¢ podejscie do zagadnienia
poprzez odwotanie do czysto matematycznego opisu. Jest to bardzo pomocne, gdy udaje
nam si¢ (jak np. w poprzednim rozwigzaniu zadania, w szczegdlnosci patrz przypis)
wyrazi¢ potozenie jako funkcje czasu — w tym zadaniu t¢ cze$¢ problemu mamy niejako
,»Z glowy” — gotowy ,,przepis” jest bowiem podany.

Wystarczy teraz juz tylko pamigtac, ze pochodna potozenia (wzgledem czasu) to
predkos¢, zas pochodna predkosci okresla przyspieszenie, no i naturalnie korzystac¢ z
matematycznych regut obliczania pochodnych funkcji!

W tym przypadku
v(t) = -8t, pochodna statej ,,3” wynosi 0, pochodna -4t? obliczona jest tak jak
pochodna funkcji kwadratowej, wg wzoru: (ax?)’ = 2ax

oraz
a(t) = -8, bo pochodna funkc;ji liniowej (ax+b)’ = a

Zatem przyspieszenie w czasie catego ruchu jest state i wynosi -8 [m/s?].
Z pierwszego za$ wzoru okreslamy predko$¢ w podanych momentach (t=3 i t=5):
=241 -40 [m/s].

Zad. 7 Cialo zostato wyrzucone pod katem o do poziomu z predkoscig poczatkowg vg z
punktu o wspotrzednych (x0, y0). Znalez¢ réwnanie toru y = y(x). Znalez¢ ymax -
najwicksza wysoko$¢, na jakg wzniosto si¢ ciato 1 Xyax - zasieg rzutu.

Rozwigzanie
Roéwnanie toru okresla zalezno$¢ y(x). Roéwnanie to otrzymamy, dysponujac

zaleznos$ciami od czasu poszczegdlnych wspodtrzednych: x(t) 1 y(t).
Zauwazmy, ze rozwazany w zadaniu rzut uko$ny jest ztozeniem dwoch ruchow:
odbywajacego si¢ w kierunku poziomym ruchu jednostajnego (z predkoscia vocosa,

2 Zwréé uwage, ze majac poprawne rownanie potozenia od czasu, mozesz skorzystac z obliczenia pochodnej,
aby uzyskac wzor na predkosé; podobnie pochodna predkosci okresla przyspieszenie — i faktycznie, w tym
przypadku wynosi ono —g dla catego ruchu!



bedaca rzutem nadanej poczatkowo predkosci na kierunek poziomy) oraz rzutu do gory (z
predkoscig poczatkowg vgsina), ktory z kolei ma dwie fazy — wznoszenie (ruch
jednostajnie op6zniony) oraz spadanie (spadek swobodny) z wysoko$ci maksymalnego
wzniesienia Ymax. Druga cze$¢ ruchu jest tez odpowiednikiem rzutu poziomego z
wysokosci Ymax 1z predkoscia poczatkowa vocosa.

Podkreslmy raz jeszcze, ze w tym ogdlnym podejsciu zaniedbujemy wszelkie opory
powietrza — ruch odbywa si¢ tylko i wytacznie pod wptywem pola grawitacyjnego Ziemi
(tu tez oczywiscie rozwazanego w wersji uproszczonej, jako pole jednorodne — dziata
wigc na ciato w czasie trwania calego ruchu tylko jedna, jedyna sita — jego cigzar mg
prostopadle w dot).

Zapiszmy wigc rownania ruchu dla sktadowych:

X(t) = vocosa-t (ruch jednostajny prostoliniowy)
y(t) = vosina-t — gt/2 (ruch jednostajnie zmienny, poczatkowo opozniony)

Do uzyskania rownania toru wystarczy bardzo proste przeksztalcenie: wyznaczenie czasu
t z pierwszego rownania i podstawienie do drugiego, otrzymamy:

y(x) = (sina/cosa)-x — [9/2(vocosa)?] x>

Z matematycznego punktu widzenia jest to rdwnanie paraboli (z ramionami skierowanymi
w dol, gdyz przy kwadratowym sktadniku jest znak minus) i oczywiscie taki wniosek jest
jak najbardziej stuszny.

Dos¢ tatwo okre$li¢ mozna miejsca zerowe tej paraboli — jedno wypada dla x=0 i jest to

oczywiscie miejsce wyrzucenia ciata. Okreslenie drugiego wymaga poréwnania wyrazen
2.

przy X i x“:

(sina/cosa) = [g/2(vocosa)’]-X,

Skad x = 2[(vo)?/g] sina cosa = [(vg)*/g] sin2o.

Otrzymane wyrazenie okresla oczywiscie wielko$¢ Xmax, tj. zasieg rzutu.

Jak wida¢, zalezy on od nadanej predkosci poczatkowe;j i kata, przy czym tatwo
sprawdzi¢, dla jakiego kata (przy zadanej predkosci poczatkowej) zasigg bedzie
najwigkszy; wowczas bowiem funkcja sinus przyjmie swa najwigksza mozliwa wartos¢,
tj. 1, a bedzie to dla kata 2a = 90°, czyli a = 45°.

Zgodnie z poleceniem, powinnismy jeszcze poda¢ warto§¢ maksymalnego wzniesienia, t].
ymax-
Chyba najtatwiej skorzystac tu z zasady zachowania energii, cho¢ z catej energii
kinetycznej posiadanej przez cialo warto bedzie wyodrebnic t¢ czgsé, ktora wigze si¢ z
ruchem do gory 1 ktdra zamieni si¢ w energi¢ potencjalng. Przypomnijmy bowiem, ze nie
zmienia si¢ predkos¢ pozioma ciata vocosa, zatem czes$¢ energii kinetycznej rowna
m(vgcosa)?/2 pozostawaé bedzie niezmieniona w czasie catego ruchu.
Natomiast mozemy przyrownac poczatkowa energie kinetyczng ,,w kierunku pionowym?”
do energii potencjalnej w chwili maksymalnego wzniesienia:

M(vosina)/2 = MY Yimax,

skad Ymax = (Vosina)?/2g.



Zauwazmy przy okazji, ze przy zwigkszaniu kata wyrzutu od 0 do 90° bedzie rosna¢ sina,
az do wartosci 1. Dla 90° otrzymujemy wzoér identyczny jak w rzucie pionowym do gory,
gdzie cata energia kinetyczna zamienia si¢ w potencjalng:

M(v0)*/2 = MY Nnax,
skad hmax = (00)*/2g.

Zad. 8 Rownania ruchu dwoch cial obserwowanych z pewnego uktadu wspotrzednych
wygladaja nastepujaco: ry(t) = (£ + 3, 2+t + 2, 1), ra(t) = (t + 1, 2t, 1).
Znalez¢ predkosc¢ Vo1 punktu drugiego wzgledem pierwszego oraz przyspieszenie ap; punktu
drugiego wzgledem pierwszego.

Rozwigzanie
Posta¢ rownan ruchu, ktorg tu spotykamy, jest notacjg wektorowa.

Dla kazdego ciata okresla, jak zmienia si¢ jego potozenie w czasie w trzech wymiarach, tj. dla
pierwszego:
X() =t +3,y{t) =B +t+2 z() = t;

z kolei dla drugiego:
x(t)=t+1,y(t) =2t z(t) = 1.

Okreslenie predkosci 1 przyspieszenia dla kazdego z nich wymaga obliczenia pochodnych
kazdego z wyrazen wzgledem czasu t.
Otrzymamy (zapis w notacji wektorowej):
vi(t) = (2t, 2t + 1, 1)
Vo(t) = (1, 2, 0)
oraz  a(t)=(2,2,0)
ax(t) = (0, 0, 0).

Okreslenie predkosci i przyspieszenia wzglednego polega juz tylko na odjeciu od siebie
poszczegbdlnych sktadowych, bowiem:

Vo1 = Vo — vy = (1-2t, -2t+1, -1)
oraz ay=a;—a;=(-2,-2,0).

Zauwazmy ze wynikowa warto$¢ wzglednego przyspieszenia a1 moze tez by¢ obliczona jako
pochodna wzglednej predkosci Voi.



