I. Analiza danych

I.1 W pewnym punkcie sieci elektrycznej mierzono co godzineg istniejace napiecie w V. Otrzymano w
ten sposob 25 danych:

225, 223, 224, 220, 221, 218, 215, 219, 220, 221, 222, 220, 222, 220, 219 (1)

223, 224, 217, 218, 219, 216, 210, 218, 221, 225

a) Obliczy¢ na podstawie powyzszych danych $rednig warto$é napiecia i jego wariancje.

b) Obliczy¢ na podstawie powyzszych danych mediane, odchylenie przecietne od mediany, kwartyl
gbérny i dolny oraz odchylenie éwiartkowe.

c) Obliczy¢ dla powyzszych danych sko$nosé i kurtoze.

1.2 Ponizsza tablica przedstawia procentowa zawarto$é¢ skrobii w partii 80 ziemniakow:

% skrobii | liczba
9-11 1
11-13 2
13-15 7
15-17 20
17-19 30
19-21 16
21-23
23-25 1

a) Na podstawie danych w tabeli skonstruowaé szereg rozdzielczy i na jego podstawie narysowaé
histogram.

b) Dla szeregu rozdzielczego policzy¢ érednia arytmetyczna i wariancje.
c) Dla szeregu rozdzielczego policzy¢ mediane i odchylenie przecietne od mediany.

d) Dla szeregu rozdzielczego obliczy¢ skosnosé i kurtoze.

1.3 7 partii bawelny pobrano prébke zlozona z 64 widkien, a nastepnie zmierzono ich dlugosé otrzy-
mujac:
23, 8, 15, 35, 21, 20, 10, 4, 28,12, 9, 7,24, 25, 31, 26, 23, 17, 13, 33, 29, (2)

27, 24, 22, 32, 16, 9, 29, 22, 20, 8, 16, 21, 25, 31, 29, 23, 15, 32, 22, 23,
19, 24, 15, 21, 20, 29, 27, 23, 19, 16, 18, 24, 31,28, 21, 8, 17, 24, 13, 12, 18, 23, 25

a) Obliczy¢ na podstawie powyzszych danych $rednia dlugo$é widkna i jego wariancje.

b) Obliczy¢ na podstawie powyzszych danych mediane, odchylenie przecietne od mediany, kwartyl
gbérny i dolny oraz odchylenie ¢wiartkowe.

c) Obliczy¢ dla powyzszych danych skosnosé i kurtoze.

d) Na podstawie powyzszych danych zbudowaé szereg rozdzielczy o liczbie klas k = 8 i poczatku
I klasy 3.5. Wyniki zebra¢ w tabeli.

e) Na podstawie szeregu rozdzielczego narysowaé histogram.



f) Dla szeregu rozdzielczego policzy¢ $rednia arytmetyczna i wariancje. Poréwnaé ze $rednia dlu-
goscig widkna i jego wariancja policzona na podstawie danych.

g) Dla szeregu rozdzielczego obliczyé¢ skosnosé i kurtoze.

h) Na podstawie powyzszych danych zbudowaé szereg rozdzielczy o liczbie klas k = 3 Wyniki
zebra¢ w tabeli. Obliczy¢ érednig arytmetyczng i wariancje nowego szeregu rozdzielczego i porownaé je
z wynikami poprzednimi.

1.4 Na podstawie danych w tabeli ocen uczniéw i ich liczebnosci, obliczy¢ mediane, odchylenie prze-
cietne od mediany, kwartyle i odchylenie ¢wiartkowe.

ocenaucznia |1 [ 1.5 12125 3 |35 4 |45|5|55]6

liczebnosé 5! 3 |7 6 |14 11 (10| 14 |6 | 4 |3

1.5 Rajd Barborki sktadatl si¢ z 4 odcinkéw specjalnych kazdy o tej samej dlugosci I. Dane dotyczace
Sredniej predkosci zatogi na kazdym z odcinkéw sa nastepujace:

odcinek | pr. érednia [km/h]
I 50
II 40
11 120
v 100

Jaka byta érednia predkos¢ zatogi w calym rajdzie?

I. Kombinatoryka i prawdopodobienstwo

1.1 Mala Lusia bawi sie literkami A A A E. KM, M, T, T,Y ustawiajac je w réznej kolejnosci. Jakie jest
prawdopodobienstwo ustawienia wyrazu MATEMATYKA?

1.2 Na ile sposob6w mozna wlozy¢ k par skarpetek do n szuflad, jezeli:
a) W jednej szufladzie zmiesci sie co najwyzej jedna para skarpet.

b) W jednej szufladzie zmiesci si¢ dowolna ilosé par.
1.3 Wérdd funkeji f: A — A, gdzie A = {-5,-2,0,2,5}, ile jest funkcji

a) wszystkich, g) réznowartosciowych,

b) stalych, h) bez miejsc zerowych,

c) Scisle rosnacych,
i) z jednym miejscem zerowym,
d) $cisle malejacych,

e) o wartosciach dodatnich, J) #z dwoma miejscami zerowymi,

f) o wartosciach nieujemnych, k) z k miejscami zerowymi.

1.4 Egzaminator przygotowal 30 pytan na egzamin. Kazdy student losuje 5 pytan. Jesli odpowie na
wszystkie pytania otrzymuje ocene b. dobra, jesli na 4 — dobra, na 3 — dostateczna. W pozostatych
przypadkach otrzymuje ocene niedostateczng. Obliczy¢ prawdopodobienistwo otrzymania przez studenta
oceny



a) b. dobrej, c) dostatecznej,
b) dobrej, d) niedostatecznej,

jesli student zna odpowiedzi na 60% pytan egzaminacyjnych.

LI.5 Sposréd 50 pytan egzaminacyjnych student, ktory zna odpowiedz na 25 pytan, losuje 3 pytania.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze student zna odpowiedZ na co najmniej jedno pytanie.

1.6 Czy prawdopodobiefistwa wygrania w loterii zawierajacej n loséw, z ktérych jeden wygrywa oraz
w loterii zawierajacej 2n loséw, z ktérych 2 wygrywaja sg takie same, jesli

a) kupujemy 1 los,
b) kupujemy 2 losy?

1.7 Rzucamy n razy dwiema idealnymi kostkami do gry. Obliczy¢, dla jakich n prawdopodobienstwo
otrzymania co najmniej raz tej samej liczby oczek na obu kostkach jest mniejsze od 671/1296.

1.8 Sposréd 100 strzatéw oddanych przez strzelca do celu przecigtnie 60 jest celnych. Ile powinien on
oddac strzaléw, aby prawdopodobienstwa trafienia celu byto wieksze od 0.9367

1.9 Wyznaczy¢ n, tak aby w rzucie n kostkami do gry prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej
jednej széstki bylo wieksze od 1/6.

1.10 Sposréd wszystkich liczb czterocyfrowych o cyfrach ze zbioru {1,2,3} losujemy jedna. Obliczy¢
prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze suma wszystkich cyfr wylosowanej liczby jest
réwna 7.

I.11 Niech Q bedzie zbiorem zdarzen elementarnych i A, B C . Obliczy¢ P(A N B) wiedzac, ze
P(AuUB)=5/8, P(A)=1/2, P(B') = 3/4. Sprawdzié, czy zdarzenia A i B sa niezalezne?

1.12 Niech A, B beda zdarzeniami losowymi i P(B) > 0. Pokazaé, ze

1 - P(A)

P(A|B) < P(B)

1.13 Niech A, B beda zdarzeniami losowymi o prawdopodobienstwach P(A) = 0.85 oraz P(B) = 0.75.
Udowodnié, ze ze prawdopodobienstwo warunkowe spelnia nieréwnos$é P(A|B) > 0.8.

1.14 Pokazaé, ze zdarzenia A i B sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy A’ i B’ sg niezalezne.

1.15 Uczniowie dojezdzajacy do szkoly gimbusem zaobserwowali, ze spéznienie autobusu zalezy od
tego, ktory z trzech kierowcéw prowadzi autobus. Przeprowadzili badania statystyczne i obliczyli, ze w
przypadku, gdy autobus prowadzi kierowca A, spdéznienie zdarza sie w 5% jego kurséw, gdy prowadzi
kierowca B w 20 % jego kurséw, a gdy prowadzi kierowca C w 50% jego kurséw. W ciggu 5-dniowego
tygodnia nauki dwa razy prowadzi autobus kierowca A, dwa razy kierowca B i jeden raz kierowca C.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo spdznienia si¢ autobusu szkolnego w wybrany dzien.

1.16 W urnie znajduje sie 6 kul biatych i 4 czarne. Losujemy z urny 5 razy po 2 kule zwracajac je do
urny. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania pary kul réznych koloréow doktadnie 3 razy?

1.17 Po zbadaniu produkcji pewnego przedsiebiorstwa okazalo sig, ze 96% jego wyrobéw nadaje sie do
uzytku, z tego 62.5 % jest pierwszego gatunku. Obliczyc prawdopodobienstwo tego, ze wsrod 3 losowo
wybranych wyrobéw dwa sa pierwszego gatunku.



1.18 W grupie 30 sportowcow jest 20 narciarzy, 6 skoczkéw i 4 saneczkarzy. Prawdopodobienstwo
zakwalifikowania sie na mistrzostwa Swiata sa nastepujace: dla narciarzy 0.5, dla skoczkow 0.8, dla
saneczkarzy 0.9. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany sportowiec jest zakwalifikowany
do mistrzostw?

1.19 W magazynie znajduja sie zarowki wyprodukowane przez zaktady Zi, Zs, Z3. Stanowig one od-
powiednio 50%, 40%, 10% zapaséw magazynowych. Wiadomo, ze w produkcji zakladéw Z1, Zy, Z3
wadliwe zaréwki stanowia odpowiednio 1%, 2% i 7%. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze

a) kupujac jedna zaréwke natrafimy na wadliwa,

b) kupujac 5 zaréwek natrafimy na 3 wadliwe.
1.20 Dwie automatyczne obrabiarki A oraz B produkuja jednakowe detale, ktore trafiaja na ten sam
przenosnik tasmowy. Produkcja obrabiarki A jest dwa razy wieksza niz produkcja obrabiarki B. Ob-
rabiarka A produkuje 60% detali I gatunku, a obrabiarka B: 84% detali I gatunku. Wybrany detal z

przenosnika okazat sie I gatunku. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze detal ten zostal wyproduko-
wany przez obrabiarke I.

1.21 Daltonistami jest $rednio 5 mezczyzn na 100 i 2 kobiety na 1000. Z grupy, w ktorej stosunek liczby
kobiet do liczby mezczyzn wynosi 3/7, wybrano losowo 1 osobe. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego,
ze jest to mezczyzna, jesli stwierdzono u niej daltonizm.

II. Zmienne losowe i ich rozktady

I1.1 Biatlonista oddaje 10 strzaléw do celu. Prawdopodobienstwo trafienia jest za kazdym razem takie
samo i wynosi 4/5.

a) Wyznaczy¢ rozklad oraz warto$é oczekiwang liczby trafien,

b) Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba trafien?

I1.2 Student oddaje 5 rzutéw do kosza. Prawdopodobienstwo trafienia jest za kazdym razem takie
samo i wynosi p = 2/5.

a) Wyznaczy¢ rozklad oraz wartosé oczekiwang liczby trafien,

b) Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba trafien?

I1.3 W urnie znajduja sie 3 czarne i 2 biate kule. Wyjmujemy z urny po jednej kuli tak dtugo, dopdki
nie wyciagniemy kuli bialej. Wyznaczy¢ wartoéé oczekiwang liczby losowan z urny.

I1.4 Obstuga dziala artyleryjskiego ma 4 pociski. Prawdopodobienstwa trafienia do celu jednym wy-
strzalem wynosi 0.8. Strzelanie konczy si¢ w chwili trafienia lub wyczerpania pociskéw. Wyznaczy¢

a) rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej opisujacej liczbe oddanych strzaléw,

b) $rednia liczbe oddanych strzaléw.

I1.5 Obstuga dziata artyleryjskiego ma duzo pociskéw. Prawdopodobienstwa trafienia do celu jednym
wystrzatem wynosi 0.8. Strzelanie koniczy sie w chwili trafienia do celu. Wyznaczy¢

a) rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej opisujacej liczbe oddanych strzaléw,

b) $rednia liczbe oddanych strzaléw.



I1.6 Na zajeciach wychowania fizycznego panna Ewa rzuca pitki w kierunku kosza. Prawdopodobien-
stwa rzucenia kosza wynosi za kazdym razem 0.2. Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej
losowej opisujacej liczbe oddanych rzutéw oraz oczekiwang liczbe rzutéw, jesli

a) panna Ewa rzuca tak dlugo, az trafi,

b) panna Ewa rzuca do chwili trafienia, ale oddaje nie wiecej niz 5 rzutéw.

I1.7 Rzucamy dwiema idealnymi kostkami do gry. Niech wynik tego doswiadczenia bedzie opisany jako
para (i,j) € {1,2,3,4,5,6}2.

a) Niech zmienna losowa f(i,j) = sin(5 i - j). Poda¢ zbiér wartosci zmiennej f oraz jej rozktad.

b) Niech zmienna losowa g(i,j) =i — j. Podaé zbiér wartosci zmiennej g oraz jej rozklad.

I1.8 Dana jest dyskretna zmienna losowa f o rozktadzie P

fell =2 =11 0 | 1|2

pr |l 1/10 | 1/5 | 1/10 | 2/5 | 1/5

a

b

) Naszkicowaé dystrybuante zmiennej f.

) Obliczy¢ P(f < 0), P(f<0), P(-1< f<2).

c) Wyznaczy¢ warto$é oczekiwang i wariancje zmiennej losowej f.

d) Podaé rozklad zmiennej losowej g = 2f + 1 i naszkicowaé jej dystrybuante.
e) Podaé rozklad zmiennej losowej g = f? i naszkicowaé jej dystrybuante.

f) Pokazaé bezpoérednim rachunkiem, ze Var[f] = E[f?] — (E[f])2.

I1.9 Wyznaczy¢ wartosé oczekiwana i wariancje dla zmiennych losowych o rozktadzie:

a) réwnomiernym

fill o | o || [
Pll/n|1/n|...|1/n
b) jednopunktowym
fi || 71
P 1
c) zero-jedynkowym
fillo 1
Piipil-p
d) dwumianowym: wartosci fr =k, k =0,1,..., N przyjmowane sa z prawdopodobienstwami

P(k,N,p) = (Z)p’“(l —p)NF
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e) Poissona: wartosci fr, = k, k € NU {0} przyjmowane sa z prawdopodobienstwami

ey
P(k', )\) = He
f) geometrycznego (skonczonego)
£l 2 3 U n
Pi|p|p=p)|pd=p?|. ... |pQ-p)" | (1-p""

g) geometrycznego (nieskonczonego): wartosci fr = k, k € N przyjmowane sa z prawdopodobiei-
stwami

Py =p(1—p)*!
I1.10 Dane sg dwie niezalezne zmienne losowe:

x| -1 1] 2 zi | -2 0] 2

X : Y:
pi | 02]0.5]0.3 pi | 0.1]02]0.7
Podaé¢ wartosci i rozklady zmiennych:
a)U=X-Y c)U=X'Y
b) U=2X+Y d) U=X2+Y?

e) Wyznaczy¢ E[X - Y] i poréwnaé z iloczynem E[X] - E[Y].
I1.11 Rozktad taczny dwoch zmiennych losowych X i Y ma postaé

yi\:vi ‘ -1 ‘ 0 ‘ 1
1 0.05| 0.1 |0.05
2 0.03 | 0.05 | 0.32
4 0.02 | 0.05 | 0.33

a) Zmalez¢ rozklady brzegowe X oraz Y d) Znalezé wartosci i rozklad U = cos(nXY)

b) Znalezé wartosci i rozklad U = log, Y.

c) Znalez¢ wartosci 1 rozklad U = X +2Y e) Wyznaczy¢ E[X - Y] i E[X +Y].

I1.12 Jaka jest oczekiwana wygrana w nastepujacej grze: rzucamy N razy idealng moneta, przy czym,
jedli w k-tym rzucie wypadnie orzel, to grajacy wygrywa 2F PLN, jeéli reszka — grajacy nic nie wy-
grywa?

I1.13 Zmienna losowa X ma rozklad Poissona z wartoscia érednia A = 3. Podaé rozklad zmiennej
losowej:

a) U=2X b) U=vVX c) U=InX.
I1.14 Zmienna losowa X ma rozklad geometryczny:

P(X=k) = 1(%)H, keN.

Wyznaczyé¢ rozktady zmiennych losowych:



a) U=¢eX c) U =sin(nX/2) + cos(mX/2).
b) U = cos(nX)

I1.15 Dana jest funkcja:

a a
\/3(571«) 0<z<g
pale)=¢ VB(5+z) -5 <a<0
a
O _
2l > 5

a) Dobraé¢ parametr a tak, aby pa(x) byla gestoscia prawdopodobienstwa rozkladu trojkatnego
b) Obliczy¢ warto$é érednia i wariancje tego rozkladu
c) Podaé¢ wzér na dystrybuante tego rozkltadu

d) Przyjmujac, ze ciaglta zmienna losowa X ma podany rozklad tréjkatny, obliczyé
P(—a/4 < X <a/4).

I1.16 Dana jest funkcja z parametrem A > 0:

a

b

) Dobraé parametr c tak, aby p(x) byla gestoscia prawdopodobienstwa rozktadu wyktadniczego
) Obliczy¢ warto$é érednia i wariancje tego rozkladu
c) Podaé¢ wzér na dystrybuante tego rozkltadu

d) Przyjmujac, ze ciagla zmienna losowa X ma podany rozktad wyktadniczy, obliczyé
PO X <)

I1.17 W pewnej miejscowosci temperatura ¢t mierzona w stopniach Celsjusza w dniu 1 kwietnia o $wicie
ma rozktad dany gestoscia p(t) = %e"”. Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo P([t| < 1).

I1.18 Metro odjezdza ze stacji doktadnie co 7 minut. Zaktadajac, ze rozklad dotarcia pasazera na stacje
jest jednostajny, obliczy¢

a) Sredni czas oczekiwania na metro przez pasazera
b) wariancje czasu oczekiwania

c) prawdopodobienstwo, ze pasazer bedzie czekal na metro wiecej niz 4 minuty.

I1.19 Prawdopodobienstwo awarii urzadzenia ma rozktad wyktadniczy z parametrem A\ = 5 dni.

a) Wyznaczy¢é prawdopodobienstwo, ze bezawaryjny czas pracy urzadzenia wynosi co najmniej 7
dni.

b) Po jakim czasie prawdopodobienstwo awarii urzadzenia osiaga warto$¢ 0.97

I1.20 Prawdopodobienstwo awarii autobusu w funkcji pokonywanych kilometréw ma rozktad wyktad-
niczy z wartoécia $rednig A = 20000 km.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo awarii podczas pierwszych [ = 30000 km.



b) Wyznaczyé¢ prawdopodobienstwo braku awarii do momentu przejechania [ = 5000 km.
c) Po ilu przejechanych kilometrach prawdopodobienstwo awarii osiagnie 0.95?

I1.21 Pokazaé, ze dla zmiennej losowej X o rozkladzie Gaussa o wartoéci éredniej Z i wariancji o2

Pz—to< X <Z+to) = 2G(t)—1 = erf(t),
P(X <Z+to) = G(*t),
Pztto<X) = 1-G(%t),

gdzie G(z) jest dystrybuanta standardowego rozkladu Gaussa N(0,1), a

erf(x) = \/2/6“2/2du
™
0

jest funkcja btedu.

I1.22 Srednia statystyczna dtugosé¢ zapatki wynosi 45 mm z odchyleniem standardowym 3 mm. Zakta-
dajac, ze rozklad dlugosci zapalek opisany jest rozkladem normalnym, obliczy¢:

a) ile zapalek w pudetku (40 szt.) ma dlugosé wieksza niz 46.5 mm
b) ile zapalek w pudetku (40 szt.) ma diugosé krétsza niz 42 mm
c) ile zapalek w pudelku (40 szt.) ma dlugosé | w przedziale 43 mm < I < 47 mm.

I1.23 Srednia statystyczna ilo$¢ zapatek w pudetku wynosi 38 sztuk z odchyleniem standardowym 4
sztuki. Zaktadajac, ze rozklad iloéci zapalek opisany jest rozkladem normalnym, obliczy¢:

a) ile pudelek zapalek w duzej paczce (50 szt.) ma liczbe zapaltek wieksza niz 46,
b) ile pudelek zapatek w duzej paczce (50 szt.) ma liczbe zapalek mniejsza niz 26,
c) ile pudelek zapalek w duzej paczce (50 szt.) ma liczbe zapalek pomiedzy 36, a 42.

I1.24 Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci

(2) = 122(1-2)2 O<az<l1
PAE) = 0 poza tym

Wyznaczyé¢ gestosci zmiennych losowej:

a) U=2X c) U=VX

b) U = X? d) U =2*%.
I1.25 Fabryka produkuje szescienne pustaki. Ich krawedzie [ maja dlugosci opisane rozkladem jedno-
stajnym na przedziale 18 < [ < 22 cm.

a) Obliczy¢ $rednia objetosé i pole powierzchni pustaka.

b) Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa objetosci pustaka.

c) Wyznaczy¢ rozklad prawdopodobienstwa powierzchni pustaka.

d) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pustaki maja objetosé¢ wicksza niz 410 cm?.

e) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze pustaki maja objetoéé z przedziatu 395 < V < 405 cm?.



