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Cele

Wyznaczenie
Sredniego obsadzenia
Sredniej energii
réwnania stanu

dla nieodziatujacych gazéw kwantowych
fermionowego (gaz elektronowy w ciele statym)
bozonowego (kondensaty)
fotonowego (promieniowanie termiczne)

fononowego (drgania sieci krystalicznej)
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Uktad wielopoziomowy
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Uktad wielopoziomowy

Zatozenia modelu

* uktad nierozréznialnych czastek o dyskretnym widmie hamiltonianu
E., E,, ... (dla uproszczenia zalézmy brak degeneracji!)
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Uktad wielopoziomowy

Zatozenia modelu

* uktad nierozréznialnych czastek o dyskretnym widmie hamiltonianu
E., E,, ... (dla uproszczenia zalézmy brak degeneracji!)

* energi¢ Ex ma Ny czastek, N, = 0,1,2,...
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Uktad wielopoziomowy

Zatozenia modelu

* uktad nierozréznialnych czastek o dyskretnym widmie hamiltonianu
E., E,, ... (dla uproszczenia zalézmy brak degeneracji!)

* energi¢ Ex ma Ny czastek, N, = 0,1,2,...

« catkowita liczba czastek w uktadzie N =) . Vi oraz energia uktadu
U=Y)", NvEy
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Uktad wielopoziomowy

Zatozenia modelu
uktad nierozréznialnych czastek o dyskretnym widmie hamiltonianu
E., E,, ... (dla uproszczenia zalézmy brak degeneracji!)
energi¢ Fr ma Ny czastek, N, = 0,1,2,...

catkowita liczba czastek w uktadzie N = > . Vi oraz energia uktadu
UE Zk Ny Ej,

przestrzen Hilberta budujemy z wektoréw konfiguracji

YN, Na,.. = [N, Np, o) = |N)

tzw. reprezentacja liczby obsadzen
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Uktad wielopoziomowy

Zatozenia modelu

uktad nierozréznialnych czastek o dyskretnym widmie hamiltonianu
E., E,, ... (dla uproszczenia zalézmy brak degeneracji!)
energi¢ Fr ma Ny czastek, N, = 0,1,2,...

catkowita liczba czastek w uktadzie N = > . Vi oraz energia uktadu
UE Zk Ny Ej,

przestrzen Hilberta budujemy z wektoréw konfiguracji
YNy N, = [N, Na, o) = |N)

tzw. reprezentacja liczby obsadzen

wprowadzamy operator catkowitej liczby czastek w uktadzie N= Z B N  oraz
operator Hamiltona H = ), Fj Ny, dla ktérych wektory konfiguracji |IV)
sa wektorami wtasnymi
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Reprezentacja liczby obsadzen
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Reprezentacja liczby obsadzert

Prawdopodobienstwo konfiguracji N okreslone jest jako

P) = 27 B myexp | Y B~ ELN]
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Reprezentacja liczby obsadzen

Prawdopodobieristwo konfiguracji /N okreslone jest jako

PY) = 27 (B mexp | > Blu— Ew)Ni|

Wielka suma statystyczna

— Trexp [BuN - )] = Y exp | D G- BN

- 11 [1 " eﬁ(u—Em} -

Z(8, )

Z(8, )

k
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Reprezentacja liczby obsadzen

Prawdopodobieristwo konfiguracji /N okreslone jest jako

PY) = 27 (B mexp | > Blu— Ew)Ni|

Wielka suma statystyczna

Z(B,pn) = Trexp {B(uﬁfﬁ)] = Zexp[Zﬁ(ufEk)Nk}

2@, = ][] {lzteﬁ(‘“E’*‘)rd

k

W ogélnosci trzeba wziaé pod uwage degeneracj¢ poziomow energetycznych
przy konstrukcji przestrzeni Hilberta uktadu!
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Bozony i fermiony
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Bozony i fermiony

Statystyka Bose-Einsteina

— gi
W= Z 2= 1eBE; — 1
i
. 9i s
U B Z z—leﬁEi —1

i

z = eP*,  — potencjat chemiczny
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Bozony i fermiony

Statystyka Bose-Einsteina

No= D ey
U:i giFi

z—lefBi — 1
1
z = eP*, ; — potencjat chemiczny

Statystyka Fermiego-Diraca

N o= Y

— z=1eBEi 41

7

U - Z giF;

— 27 1ePEi + 1

K3
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Poziom Fermiego
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Poziom Fermiego

Obsadzenie stanu dla fermionéw

_ gk
Ny = eB(Er—m) + 1
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Poziom Fermiego

Obsadzenie stanu dla fermionéw

_ gk
Ny = eB(Er—m) + 1

W granicy zerowej temperatury

. 0] Ex >
1 N =
Bl—{r;o ¥ { Ik Ex <p
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Poziom Fermiego

Obsadzenie stanu dla fermionéw

_ gk
Ny = eB(Er—m) + 1

W granicy zerowej temperatury

. 0] Ex >
1 N =
ﬁl—{r;o ¥ { Ik Ex <p
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Kondensacja Bosego Einsteina
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Kondensacja Bosego Einsteina

Obsadzenie stanéw dla bozonéw

_ Ik 9o
N=3 B En—m —1 T eBBo—) —1
k#0
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Kondensacja Bosego Einsteina

Obsadzenie stanéw dla bozonéw

_ Ik 9o
N=3 B En—m —1 T eBBo—) —1
k#0

Przyjmujac 0 = Eo < E1 < B> < ... E, < ... ioznaczajac z = ePr +£1

Juting
N = z—l +Z —leﬁEk — ]_
k+#£0
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Kondensacja Bosego Einsteina

Obsadzenie stanéw dla bozonéw

_ 9k 9o
b= Z eB(Er—p) — 1 + eB(Eo—p) — 1
k#0

Przyjmujac 0 = Ep < By < B> < ... Ej, < ... ioznaczajac z = e’* #£ 1

mamy g
_ 0
N = - + Z A 1@/3Ek — 1
k+#£0

W granicy zerowej temperatury mamy

VE#0 lim N = lim - U g

B—oo 27 1eBEr — 1
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Kondensacja Bosego Einsteina

Obsadzenie stanéw dla bozonéw

_ 9k 9o
b= Z eB(Er—p) — 1 + eB(Eo—p) — 1
k#0

Przyjmujac 0 = Ep < By < B> < ... Ej, < ... ioznaczajac z = e’* #£ 1

mamy g
_ 0
N = - + Z A 1@/3Ek — 1
k+#£0

W granicy zerowej temperatury mamy

VE#0 lim N = lim - U g

B—oo 27 1eBEr — 1
Czastki kondensuja w stanie o minimalnej energii!
lim N = Ny

B—o0
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Obsadzenie i Srednia energia w przyblizeniu pétklasycznym
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Obsadzenie i Srednia energia w przyblizeniu pétklasycznym

Obsadzenie stanéw dla fermionéw i bozonow

N gk _ L
N = Z eﬁ(Ek_ﬂ) :I: 1 - Z z*leﬂEk +1
k k
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Obsadzenie i Srednia energia w przyblizeniu pétklasycznym

Obsadzenie stanow dla fermionéw i bozonoéw

_ gk _ gk
= Z eﬁ(Ek,_,U') +1 i Z ZfleﬁEk- +1
k k

Srednia energia uktadu fermionéw i bozonéw

N~ 9B N~ gkBk
U= ZeB(Eru)i1 - Zz—leﬁEki1
k
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Obsadzenie i Srednia energia w przyblizeniu pétklasycznym

Obsadzenie stanow dla fermionéw i bozonow

N % N~ o
= Z @ﬁ(Ek_/’-) +1 i Z ZfleﬁEk- +1
k k

Srednia energia uktadu fermionéw i bozonéw

B N2 S /2
U= FomEl = 2 e I
k

Przyblizenie pétklasyczne
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Obsadzenie i Srednia energia w przyblizeniu pétklasycznym

Obsadzenie stanow dla fermionéw i bozonow

N % N~ o
= Z @ﬁ(Ek_/’-) +1 i Z ZfleﬁEk- +1
k k

Srednia energia uktadu fermionéw i bozonéw

_ gk Bk _ gk Bk
U= Z eB(Ek*M) +1 - Z 2= 1eBEr + 1
k

Przyblizenie pétklasyczne

Przyblizenie pétklasyczne polega na przyblizeniu sumy przez catki wzgledem ciaglego
rozktadu prawdopodobieristwa g(E) rozktadu pozioméw energetycznych

ng... — /g(E)...(lE'
& 0
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Obsadzenie i Srednia energia w przyblizeniu pétklasycznym

Obsadzenie stanow dla fermionéw i bozonow

N % N~ o
= Z @ﬁ(Ek_/’-) +1 i Z ZfleﬁEk- +1
k k

Srednia energia uktadu fermionéw i bozonéw

_ gk Bk _ gk Bk
U= Z eB(Ek*M) +1 - Z 2= 1eBEr + 1
k

Przyblizenie pétklasyczne

Przyblizenie pétklasyczne polega na przyblizeniu sumy przez catki wzgledem ciaglego
rozktadu prawdopodobieristwa g(E) rozktadu pozioméw energetycznych

ng... — /g(E)...(lE'
& 0

Pozostaje obliczyé Ej oraz g(FE) dlakonkretnych modeli!
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Swobodna czastka kwantowa w szeSciennej studni o krawedzi [
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Swobodna czastka kwantowa w szeSciennej studni o krawedzi [

Réwnanie Schrodingera dla czastki w pudle

o VRy(r) = By(r)
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Swobodna czastka kwantowa w szeSciennej studni o krawedzi [

Roéwnanie Schrodingera dla czastki w pudle

B2
—5=V2u(r) = By(r)

Rozwiazanie tego réwnania znikajace na $cianach sze$cianu ma postaé

Y(z,y,2) = Csin (n}—wz> sin (nj—wy> sin (#z)
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Swobodna czastka kwantowa w szeSciennej studni o krawedzi [

Roéwnanie Schrodingera dla czastki w pudle

B2
—5=V2u(r) = By(r)

Rozwiazanie tego réwnania znikajace na $cianach sze$cianu ma postaé
. nim . n27m 0 nsm
Y(z,y,z) = Csin —¢)sin( ——y)sin( ==z

Energia jest skwantowana i wyznaczona przez trzy liczby naturalne

(n1,n2,n3)
w2 h?

Enl,ng,ng = W(n% +n§ +n§)

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Liczba stanéw
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Liczba stanow

Liczba stanéw

Poniewaz kazdy stan zajmuje w przestrzeni (n1,n2,n3) jednostkowa objetosé, to
liczba stanéw N (E) o energii mniejszejniz £ wynosi 1/8 objetosci kuli o réwnaniu

: 2 : l z
'n,f =F ng + n3 = ( ) )
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Liczba stanow

Liczba stanéw

Poniewaz kazdy stan zajmuje w przestrzeni (n1,n2,n3) jednostkowa objetosé, to
liczba stanéw N (E) o energii mniejszejniz £ wynosi 1/8 objetosci kuli o réwnaniu

< 2 2 l Z
ni+ns+n; = R® = (ﬁ 2777,E)

Liczba stanéw energetycznych

l3(2m)3/2 E3/2
6m2h3
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Gestos¢ stanéw energetycznych
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Gestos¢ stanéw energetycznych

Gestos¢ stanéw energetycznych

_dAN(B) _ Bem)?
9(B) = =5 = —gep F
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Gestos¢ stanéw energetycznych

Gesto$¢ stanéw energetycznych

_dN(E) _ P@em)*?
9(B) = —95 = g P

Uwzgledniajac dodatkowe stopnie swobody (np. spinowe) otrzymamy
ostatecznie o

V(2
’ ( m) Bt /2

9(E) = 9 ——3
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Gaz kwantowy
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Gaz kwantowy

Liczba czastek i energia dla gazéw kwantowych

N(;VNO) _ ‘1/79(E)z1@”2‘Zi1 = g2 f5,(2)
gdzie A jest A= \/ﬁoraz fli(z) funkcja specjalna
Fermiego-Diraca (+) lub Bosego-Einsteina (—)
fl - %/z 1t3”3:|:1

oo

T'(1) jest funkcja gamma Eulera T'(l) = /:Ul_le_x dz.
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Funkcje specjalne
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Funkcje specjalne

1 Wiasnosci funkcji gamma Eulera
L(z+1) = zl(x)
w szczegblnoscidla © = n € N otrzymamy I'(n + 1) = nI'(n) =n!—
uogolnienie silni

r() =vm T(3) = 4va
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Funkcje specjalne

1 Wiasnosci funkcji gamma Eulera
L(z+1) = zl(x)
w szczegblnoscidla z =n € N otrzymamy I'(n + 1) = nl'(n) =n! —
uog6lnienie silni
r(z) =vm T = ivr
2 Funkcje specjalne sa zbiezne dla
0 < z < +oo w przypadku fermionéw (f1(2)),
0 < z < 1 w przypadku bozonéw (f~ (z))

i rosnace w calym obszarze zbieznosci.
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Funkcje specjalne

1 Wtasnosci funkcji gamma Eulera
L(z+1) = zl(x)
w szczegblnoscidla z =n € N otrzymamy I'(n + 1) = nl'(n) =n! —
uog6lnienie silni
r(z) =vm T = ivr
2 Funkcje specjalne sa zbiezne dla
0 < z < +oo w przypadku fermionéw (f1(2)),
0 < z < 1 w przypadku bozonéw (f~ (z))
i rosnace w calym obszarze zbieznosci.

3 Rozwiniecia funkcji specjalnych f&(2)

e =30, @ =5,
n=1 n=1

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Réwnanie stanu dla gazéw kwantowych
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Réwnanie stanu dla gazéw kwantowych

W ramach wielkiego rozktadu kanonicznego dla gazu doskonatego mamy
pV = NEKT,czyli

pv

_ _ _ —BEy
7 =N =mz= £ geIn(1 & ze )

k

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Réwnanie stanu dla gazéw kwantowych
W ramach wielkiego rozktadu kanonicznego dla gazu doskonatego mamy
pV = NET, czyli

— = N=hZ = ingln(lize_ﬁEk)
k

W przyblizeniu pétklasycznym

m)3/2
Z 2h3 /flnl—i—ze ]d

g A" 3f5/2(2)
- In(1—z)

g/)\73f5:/2(2) 7
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Gaz elektronowy w metalu
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Gaz elektronowy w metalu

Réwnania termodynamiki

D - g
== AT (), u

3 _ _
SORIN f0(2), 5 = 9 f3(2)

v f;}z(z) w — §p
kT f:j/z(z) ’ 2

g’ = 2 (elektrony maja spin 1/2h)
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Gaz elektronowy w metalu

Roéwnania termodynamiki

1_/_3+ _3/ —3 o+ P -3+
v gA T f30(2), uw = 29 KTA™ f5)5(2), T gA " f5)2(2)
w o Sp® 8
KT~ 7ia) 2

g’ = 2 (elektrony maja spin 1/2h)

Przypadek z = e®* <« 1 odpowiada wysokim
temperaturom i matym gestosciom
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Gaz elektronowy w metalu

Roéwnania termodynamiki

1 _ 3 _ p _
— = AT (), u = SORTATf5(2), 1 = g f)(2)
w o Sp® 8
BT~ ()] 2
g’ = 2 (elektrony maja spin 1/2h)
Przypadek z = e®* <« 1 odpowiada wysokim

temperaturom i matym gestosciom

Funkcje specjalne maja woéwczas rozwinigcia

f;/2:z(1—22%+...>, f;r/sz(l—;W-i-...)
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Gaz elektronowy w metalu

Roéwnania termodynamiki

1 _ 3 _ p _
— = AT (), u = SORTATf5(2), 1 = g f)(2)
w o Sp® 8
T TG 2
g’ = 2 (elektrony maja spin 1/2h)
Przypadek z = e®* <« 1 odpowiada wysokim

temperaturom i matym gestosciom

Funkcje specjalne maja woéwczas rozwinigcia
o z o z
O T W= A (- T
f3/2 ( 22 f5/2 42

Rozwinigcie wirialne z czysto kwantowa poprawka

S e —1+/\—3(1)+
o Bt o le)
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Gaz elektronowy w metalu: silne zwyrodnienie
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Gaz elektronowy w metalu: silne zwyrodnienie

W niskich temperaturach i przy duzych gestosciach wystepuje silne
zwyrodnienie, tzn. z > 1. Stosuje si¢ wéwczas rozwinigcie

40 = (e )

ENG
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Gaz elektronowy w metalu: silne zwyrodnienie

W niskich temperaturach i przy duzych gesto$ciach wystepuje
, tzn. z > 1. Stosuje si¢ woéwczas rozwinigcie

Fa®) = 5= (2?24 Tane) 21

——
3T
Wéwezas w najnizszym rzedzie

A8

v 3T

gdzie Er jest energia Fermiego

(nz)*?, =z AEF

%
®
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Gaz elektronowy w metalu: silne zwyrodnienie

W niskich temperaturach i przy duzych gesto$ciach wystepuje
, tzn. z > 1. Stosuje si¢ woéwczas rozwinigcie

f;}2(z) = ((1HZ)3/2+g(lnz)_l/QJr...)

——
3T
Wéwezas w najnizszym rzedzie

» .8
v 3T

gdzie Er jest energia Fermiego

(nz)*?, =z AEF

%
®

Przy ustalonej koncentracji elektronéw 1/v energie Fermiego mozna znalezé z

relacji
2 2\ 2/3
Ep = h_(3l>
2m\ v
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Temperatura Fermiego
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

* Typowa wartos¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

* Typowa wartos¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K

* gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Typowa wartos¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10% K

gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
gaz kwantowy (zwyrodniaty) —dla T' < T
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Typowa warto$¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K

gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
gaz kwantowy (zwyrodniaty) —dla T < Tr

Poprawki zwiazane ze zwyrodnieniem
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Typowa warto$¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K

gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
gaz kwantowy (zwyrodniaty) —dla T < Tr

* potencjat chemiczny: p =
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Typowa warto$¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K

gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
gaz kwantowy (zwyrodniaty) —dla T < Tr

Poprawki zwiazane ze zwyrodnieniem

* potencjat chemiczny:

* gesto$C energii:  u
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Typowa warto$¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K

gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
gaz kwantowy (zwyrodniaty) —dla T < Tr

Poprawki zwiazane ze zwyrodnieniem

* potencjat chemiczny:

* gesto$¢ energii:

* ci$nienie: p
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Temperatura Fermiego

TemperaturaFermiego Tr = Er/k klasyfikuje zachowanie si¢ gazu elektronowego

Typowa warto$¢ temperatury Fermiego w metalach Tr ~ 10* K

gaz klasyczny (niezwyrodniaty) —dla 7' > Tr
gaz kwantowy (zwyrodniaty) —dla T < Tr

Poprawki zwiazane ze zwyrodnieniem

potencjat chemiczny:
gestosé energii:
ci$nienie: p

h?
2m

energia Fermiego:
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Potencjat chemiczny

ustalona g

Fermi

Bose

»

Maxwell-Boltzmann
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Elektronowe ciepto molowe

Sl
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Elektronowe ciepto molowe
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Elektronowe ciepto molowe

‘Whioski

* liniowa zalezno$¢ od temperatury w zakresie 7' < T

* zmierza do wartoSci %N,;k dla duzych temperatur (jak gaz klasyczny)
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Cisnienie gazu elektronowego
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CiSnienie gazu elektronowego

Zalezno$¢ cisnienia od koncentracji w przypadku nierelatywistycznym ma

postaé
B2(3m2)%/3 11\5/3 5% (T \2
= e e =
P 5m (v) [ T2 (TF) * ]
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Cisnienie gazu elektronowego

Zalezno$¢ cisnienia od koncentracji w przypadku nierelatywistycznym ma

postaé
_ R (1)5/*‘*[1+£(1)2+ ]
P=5n & 12 \Tr

Przypadek nierelatywistyczny nie zawsze wystarcza!
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Cisnienie gazu elektronowego

Zalezno$¢ cisnienia od koncentracji w przypadku nierelatywistycznym ma
postaé
h2(3m2)2/3 r1\5/3 ) 5r2 (T \2
r= =5 () () ]

Przypadek nierelatywistyczny nie zawsze wystarcza!

Dla gazu elektronowego w biatym karle T ~ 10! K, a temperatura gazu w
centrum 7' ~ 107 K
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Cisnienie gazu elektronowego

Zalezno$¢ cisnienia od koncentracji w przypadku nierelatywistycznym ma
postaé
h2(3m2)2/3 r1\5/3 ) 5r2 (T \2
r= =5 () () ]

Przypadek nierelatywistyczny nie zawsze wystarcza!

Dla gazu elektronowego w biatym karle T ~ 10! K, a temperatura gazu w
centrum 7' ~ 107 K
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Cisnienie gazu elektronowego

Zalezno$¢ cisnienia od koncentracji w przypadku nierelatywistycznym ma
postaé
h2(3m2)2/3 r1\5/3 ) 5r2 (T \2
r= =5 () () ]

Przypadek nierelatywistyczny nie zawsze wystarcza!

Dla gazu elektronowego w biatym karle T ~ 10! K, a temperatura gazu w
centrum 7' ~ 107 K

Predkosci elektronéw sa relatywistyczne!
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Energia relatywistycznego gazu elektronowego
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Energia relatywistycznego gazu elektronowego

W przypadku relatywistycznym

E
U=D srammy U B = Voo + ()

gdzie sumowanie powinno dotyczy¢ stanéw pedowych py
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Energia relatywistycznego gazu elektronowego

W przypadku relatywistycznym

Ey
U=> gy da B = Vo’ + me)?

gdzie sumowanie powinno dotyczy¢ stanéw pedowych py

W przyblizeniu silnego zdegenerowania i przy 8 — oo,

U~ By = Yo+ iR — [ (e) PR+ e
L3 0
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Energia relatywistycznego gazu elektronowego

W przypadku relatywistycznym

Ey
U=> gy da B = Vo’ + me)?

gdzie sumowanie powinno dotyczy¢ stanéw pedowych py

W przyblizeniu silnego zdegenerowania i przy 8 — oo,

U~ By = Yo+ iR — [ (e) PR+ e
L3 0

~ 8rV
m(E)dE = m(P)dP = =3 P*dpP
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Energia relatywistycznego gazu elektronowego
W przypadku relatywistycznym
Ey
U=> gy da B = Vo’ + me)?
k

gdzie sumowanie powinno dotyczy¢ stanéw pedowych py

W przyblizeniu silnego zdegenerowania i przy 8 — oo,
U~ By = Yo+ iR — [ (e) PR+ e
k
0

m(E)dE = m(P)dP = 8”V

dP

Podstawienie = P/(mc) pozwala otrzymaé

Ey = 87rV / z2 + 1ldx = wm405 (zr)
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Cisnienie relatywistycznego gazu elektronowego
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Cisnienie relatywistycznego gazu elektronowego

energia swobodna F' = U +T'S — Ey
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CisSnienie relatywistycznego gazu elektronowego

energia swobodna F' = U +T'S — Ey

cis$nienie
_ _oF | _9E
) v
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Cisnienie relatywistycznego gazu elektronowego

energia swobodna F' = U + T'S — Ey

ci$nienie
oF 0FEy
= ——— — —
ov oV
Obliczenia pokazuja, ze wowczas
1\% /3
g dla gazu nierelatywistycznego
p ~ 4/3 2/3
1 1 .
<f ) — (7) dla gazu ultrarelatywistycznego
v v
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Stabilno$¢ biatych kartéw
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Stabilnos¢ biatych kartéw

Koncentracja elektronéw jest proporcjonalna do gestosci gwiazdy

1 M

~ 2
v R3
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Stabilnos¢ biatych kartéw

Koncentracja elektronéw jest proporcjonalna do gestosci gwiazdy

M

1M
v R3

Dlatego
ek

i dla gazu nierelatywistycznego
MA/BTT pp2/3

dla gazu ultrarelatywistycznego
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Stabilnos¢ biatych kartéw

Koncentracja elektronéw jest proporcjonalna do gestosci gwiazdy

1 M
p R3
Dlatego
M5/3
T dla gazu nierelatywistycznego
p ~ MABT pp2/3
" TR dla gazu ultrarelatywistycznego

Cisnienie grawitacyjne

M GM M? M
Peraw ~ PR~ Ta oy R~ Rr = AR
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Stabilnos¢ biatych kartéw

Koncentracja elektronéw jest proporcjonalna do gestosci gwiazdy

1 M
p R3
Dlatego
M5/3
T dla gazu nierelatywistycznego
p ~ MABT pp2/3
" TR dla gazu ultrarelatywistycznego

Cisnienie grawitacyjne

M GM M? M
Peraw ~ PR~ Ta oy R~ Rr = AR

Stabilnos¢ gwiazdy wymaga aby
D ~ Pgraw
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Stabilno$¢ biatych kartéw. Przypadek matej masy
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Stabilno$¢ biatych kartéw. Przypadek matej masy

Z warunku stabilnoSci
M2 M5 /3
"Rt T RS
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Stabilnos¢ biatych kartéw. Przypadek matej masy

Z warunku stabilnoSci
M2 M5 /3

"Rt T R

MY3R = const.
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Stabilno$¢ biatych kartéw. Przypadek duzej masy
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Stabilnos¢ biatych kartéw. Przypadek duzej masy

Z warunku stabilnosci
M2 M4 Vi3] M2 /3
K— =

R4 R* R
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Stabilnos¢ biatych kartéw. Przypadek duzej masy

Z warunku stabilnosci
M2 M4 Vi3] M2 /3
K— =

R4 R* R

_ 1/3 B %)2/3]1/2
R=M [1 (MO
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Stabilnos¢ biatych kartéw. Przypadek duzej masy

Z warunku stabilnosci
M2 M4/3 ]\/{2/3

"R T TRA R?

) M\ 2/371/2
_ /31 _ (21
R = ar1- (35)

Istnieje gérne ograniczenie na mas¢ biatego karta!

M < My ~ 1.4M,
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina

Z réwnania na $rednia liczbe czastek mamy

N _ N(;/(z) n )\_3f3_/2(z)

v » .
gestosé kondensatu  g¢Stos¢ czastek o pedzie 7~ 0

3
ph& _ X e
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina

Z réwnania na $rednia liczbe czastek mamy

N _ N(;/(z) n )\_3f3_/2(z)

v » .
gestosé kondensatu  g¢Stos¢ czastek o pedzie 7~ 0

3
ph& _ X e

TR 4ia Olnz
Wraz z obnizaniem temperatury 2z rosnie “57= < 0
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina

Z réwnania na $rednia liczbe czastek mamy

N N 3,
Yo B e

3
WG X e

0o .9 Zans 9ln z
Wraz z obnizaniem temperatury 2z rosnie <57~ <0

Ale f5, (z) przyjmuje maksymalna wartos¢ dla z = 1, f3_/2(1) =2,6121i
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina

Z réwnania na $rednia liczbe czastek mamy

N N 3,
Yo B e

3
WG X e

0o .9 Zans 9ln z
Wraz z obnizaniem temperatury 2z rosnie <57~ <0

Ale f5, (z) przyjmuje maksymalna wartos¢ dla z = 1, f3_/2(1) =2,6121i

Obszar kondensacji Bosego-Einsteina okre§lamy jako
3

A _
o > f32(1)
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina
Dla zadanej koncentracji bozonéw 1/v warunek powyzszy definiuje
temperatur¢ krytyczna

_ ok L =2/
A= ’Uf3/2(1), T. = W[’Uf?,/z(l)]
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina

Dla zadanej koncentracji bozonéw 1/v warunek powyzszy definiuje
temperature krytyczna

omh?

3 - - e
Ae = 'Uf3/2(1)7 Tc = W[vf?ﬁ/?(l)}

W obszarze kondensatu 1" < T,

N A3 _ A3 — A3
3No _ c
A v - 7—f3/2(1) = "
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina
Dla zadanej koncentracji bozonéw 1/v warunek powyzszy definiuje
temperature krytyczna

omh?

3 - - e
Ae = 'Uf3/2(1)7 Tc = W[vf?ﬁ/?(l)}

W obszarze kondensatu 1" < T,
)\3% A3 PP

2= - fa() = 2

Srednia liczba czastek w kondensacie

Mo = afi- ()]
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Powstawanie kondensatu Bosego-Einsteina

Dla zadanej koncentracji bozonéw 1/v warunek powyzszy definiuje
temperature krytyczna

omh?

3 - - e
Ae = 'Uf3/2(1)7 Tc = W[vf?ﬁ/?(l)}

W obszarze kondensatu 1" < T,

N A3 _ PP
3/NVo c
A v T 7—f3/2(1) =

(%

Srednia liczba czastek w kondensacie

Mo = afi- ()]

Udziat liczby czastek w kondensacie w stosunku do Sredniej liczby czastek
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Teoria Ginzburga—Landaua

Jezeli bozony oddziatuja potrzebny jest opis bazujacy na kwantowej teorii pola!
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Teoria Ginzburga—Landaua

Jezeli bozony oddziatuja potrzebny jest opis bazujacy na kwantowej teorii pola!

Pojecie jednoczastkowej funkcji falowej bozonu traci wéwczas sens, ale jej role
przejmuje amplituda kreacji (lub anihilacji) bozonu w zadanym punkcie —

P(r).
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Teoria Ginzburga—Landaua

Jezeli bozony oddziatuja potrzebny jest opis bazujacy na kwantowej teorii pola!

Pojecie jednoczastkowej funkcji falowej bozonu traci wéwczas sens, ale jej role
przejmuje amplituda kreacji (lub anihilacji) bozonu w zadanym punkcie —
P(r).

Funkcja falowa kondensatu v () minimalizuje energi¢ swobodna
Ginzburga-Landaua

Flo.w) = [ [3m90 99"+ W) = 0w + Fww)]ar
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Teoria Ginzburga—Landaua

Jezeli bozony oddziatuja potrzebny jest opis bazujacy na kwantowej teorii pola!

Pojecie jednoczastkowej funkcji falowej bozonu traci wéwczas sens, ale jej role
przejmuje amplituda kreacji (lub anihilacji) bozonu w zadanym punkcie —

P(r).
Funkcja falowa kondensatu v () minimalizuje energi¢ swobodna
Ginzburga-Landaua

Flo.w) = [ [3m90 99"+ W) = 0w + Fww)]ar

1 (r) spelnia réwnanie Grossa-Pitajewskiego
h2 2 2

(50 V2 + U@) +2leP | v = o,
m

gdzie

/ ()P = N
\%
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Funkcja falowa kondensatu
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Funkcja falowa kondensatu

Jesli zewnetrzne pole U (r) = 0, to (najprostszym) rozwiazaniem jest

1(r) = const.
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Funkcja falowa kondensatu

Jesli zewnetrzne pole U (r) = 0, to (najprostszym) rozwiazaniem jest

1(r) = const.

wtedy
0 pn<0

()] = { o s
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Funkcja falowa kondensatu

Jesli zewnetrzne pole U (r) = 0, to (najprostszym) rozwiazaniem jest

1(r) = const.

wtedy

_ 0 pn<0
w(r)_{ /v p=0

Inaczej niz dla gazu doskonatego, potencjat chemiczny nie znika w fazie
kondensatu
_ Mo

v
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Funkcja falowa kondensatu

Jesli zewnetrzne pole U (r) = 0, to (najprostszym) rozwiazaniem jest
1(r) = const.
wtedy
0 pn<0
()| = )
w/y =0

Inaczej niz dla gazu doskonatego, potencjat chemiczny nie znika w fazie
kondensatu
u= o

v
Gdy U(r) # 0, powszechnie stosuje si¢ przyblizeniu Thomasa—Fermiego

SR DR
|sb(r)] _7(“ U(r))
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Inne zjawiska oparte na kondensacji
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Inne zjawiska oparte na kondensacji

Interferencja dwéch kondensatéw,
Nadciekto$¢ — przeptyw i krazenie cieczy bez przejawdw lepkosci,
Nadprzewodnictwo — kondensacja par Coopera,

ztacze Josephsona — uktad dwéch nadprzewodnikéw potaczonych izolatorem,
przez ktore tuneluja pary Coopera, wtasnosci prostujace,

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa zlacza Josephsona potaczone
réwnolegle.
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Fala elektromagnetyczna w szesciennej wngce
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Fala elektromagnetyczna w sze$ciennej wngce

Elektromagnetyczna fala stojaca we wnece szeSciennej jest superpozycja fal
ptaskich o wektorach falowych k = ?ﬁ gdzie 7 jest wektorem o
sktadowych naturalnych
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Fala elektromagnetyczna w sze$ciennej wngce

Elektromagnetyczna fala stojaca we wnece szeSciennej jest superpozycja fal
ptaskich o wektorach falowych k = ?ﬁ gdzie 7 jest wektorem o
sktadowych naturalnych

Gaz fotonowy we wnece sktada si¢ z fotonéw o energiach

- chm
Eninamng = helk| = T( ?_,’_ng_’_ng)l/?
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Gestos¢ stanéw fotonowych
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Gestos¢ stanéw fotonowych

Ilo$¢ stanéw energetycznych

1 [ \3
NE) = or(G=) B
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Gestos¢ stanéw fotonowych

Ilo$¢ stanéw energetycznych
1 1\ 3
NE) = g7(3z)

Gestos¢ stanéw energetycznych

) = Gt = () 7
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Gestos¢ stanéw fotonowych

Ilo$¢ stanéw energetycznych

Gestos¢é stanéw energetycznych

AN(E) 1 (1 \3
B 5”(%) E

g(E) =

Uwzgledniajac dodatkowe stopnie swobody otrzymamy ostatecznie
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Ggestos¢ energii gazu fotonowego

Gesto$¢ energii gazu fotonowego (z = 1) w przyblizeniu pétklasycznym

u_ 1 E*dE _ h w®dw
V" (ch)3n2 | ePE —1 = 3n2 | efhw — 1
0 0
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Gestos¢ energii gazu fotonowego

Gestosé energii gazu fotonowego (z = 1) w przyblizeniu pétklasycznym

v_ _1 E*E _ h widw
V ~ (ch)y3n2 | eFE—1 ~ Bp2 | ePhw 1
0 0

Rozktad Plancka
Gesto$¢ spektralna energii nazywana jest rozktadem Plancka

w.}

T) = -

32 e/ihw —-1

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Gestos¢ energii gazu fotonowego

Gestosé energii gazu fotonowego (z = 1) w przyblizeniu pétklasycznym

v_ _1 E*E _ h widw
V ~ (ch)y3n2 | eFE—1 ~ Bp2 | ePhw 1
0 0

Rozktad Plancka

Gesto$¢ spektralna energii nazywana jest rozktadem Plancka
h w?

32 e/ihw —-1

u(w,T) =

Gestos¢ energii jest proporcjonalna do T
4 7 3 4
w(T) = (kT) aidr (kT)
(ch)3m2 | e* —1 (ch)3m?
0

fe (DT(4)

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Gestos¢ energii gazu fotonowego

Gestosé energii gazu fotonowego (z = 1) w przyblizeniu pétklasycznym

v_ _1 E*E _ h widw
V ~ (ch)y3n2 | eFE—1 ~ Bp2 | ePhw 1
0 0

Rozktad Plancka

Gesto$¢ spektralna energii nazywana jest rozktadem Plancka
h w?

32 e/ihw —-1

u(w,T) =

Gestos¢ energii jest proporcjonalna do T
4 7 3 4
w(T) = (kT) aidr (kT)
(ch)3m2 | e* —1 (ch)3m?
0

fe (DT(4)

fr()=a"/90, T@) =6 f;(1)r@4)=="/15
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Prawa promieniowania termicznego
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Prawa promieniowania termicznego

Zdolnos¢ emisyjna (catkowita i spektralna)

e(w,T) = icu(w, T)

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Prawa promieniowania termicznego

Zdolno$¢ emisyjna (catkowita i spektralna)
1
e(w,T) = Zcu(w,T)

Prawo Stefana-Boltzmanna

Catkowita zdolno$é emisyjna jest proporcjonalna do 7'

2

gdzie o jest stala Stefana-Boltzmanna
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Prawa promieniowania termicznego

Zdolno$¢ emisyjna (catkowita i spektralna)
1
e(w,T) = Zcu(w,T)

Prawo Stefana-Boltzmanna

Catkowita zdolno$é emisyjna jest proporcjonalna do 7'

gdzie o jest stala Stefana-Boltzmanna

Prawo Wiena

Dhugos¢ fali, dla ktérej przypada maksimum spektralnej zdolnoSci emisyjnej, jest od-
wrotnie proporcjonalna do temperatury

A const.
max ——
T
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Fonony

kwanty modéw drgan wiasnych atoméw sieci
krystalicznej

podlegaja one statystyce Bosego-Einsteina
(bozony)

energia fononu Ep = cyP, c; — predkosé
propagacji fali, P — ped fononu,

istnieja trzy typy modéw: dwa poprzeczne
(jak dla fotonéw) i jeden podtuzny (fale
dzwigkowe)

widmo czgstotliwosci fononéw jest
ograniczone z géry ze wzgledu na istnienie
minimalnej odlegtosci pomigdzy weztami
sieci

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Fonony

kwanty modéw drgan wiasnych atoméw sieci

krystalicznej

podlegaja one statystyce Bosego-Einsteina
(bozony)

energia fononu Ep = cyP, c; — predkosé

propagacji fali, P — ped fononu,

istnieja trzy typy modéw: dwa poprzeczne
(jak dla fotonéw) i jeden podtuzny (fale
dzwigkowe)

widmo czgstotliwosci fononéw jest
ograniczone z géry ze wzgledu na istnienie
minimalnej odlegtosci pomigdzy weztami
sieci
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Teoria Debye’a
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Teoria Debye’a

liczbe stanéw liczymy jak fotonéw uwzgledniajac obecnosé trzech modéw

3 2
3—”(—l ) BdE = Y
2 thﬂ'

N(E)dE =
2 2c‘;:7r2
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Teoria Debye’a

liczbe stanéw liczymy jak fotonéw uwzgledniajac obecno$¢ trzech modéw

T I \3 o 3Vw?
= — E°dE = ——d
DENE 2 (Cfﬁﬂ') 20‘}#2 w

catkowita liczba modéw w ukladzie musi by¢ réwna 3N, gdzie N jest iloScia
atomow w sieci
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Teoria Debye’a

liczbe stanéw liczymy jak fotonéw uwzgledniajac obecno$¢ trzech modéw

T I \3 o 3Vw?
N(E)dE = — E“dE = ——d
) 2 (Cfﬁﬂ') 20‘}#2 w

catkowita liczba modéw w ukladzie musi by¢ réwna 3N, gdzie N jest iloScia
atomow w sieci

czesto$¢ obcigcia wmax OkreSlona jest z warunku

Wmax

N(w)dw = 3N
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Teoria Debye’a

liczbe stanéw liczymy jak fotonéw uwzgledniajac obecno$¢ trzech modéw

T I \3 o 3Vw?
N(E)dE = — E“dE = ——d
) 2 (Cfﬁﬂ') 20‘}#2 w

catkowita liczba modéw w ukladzie musi by¢ réwna 3N, gdzie N jest iloScia
atomow w sieci

czesto$¢ obcigcia wmax OkreSlona jest z warunku

Wmax

N(w)dw = 3N

6m2\1/3
)

w konsekwencji wmax = Cf(
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Energia drgan sieci krystalicznej
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Energia drgan sieci krystalicznej

charakterystyczna energia fuvmax okresla (cinperature Debye'a

hwmax = kTD
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Energia drgafi sieci krystalicznej

charakterystyczna energia fuvmax okresla (cinperature Debye'a

hwmax = kTD

Dla typowych metali temperatura Debye’a wynosi Tp ~ 100 — 400 K
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Energia drgan sieci krystalicznej

charakterystyczna energia fuwmax okresla

hwmax = kTD

Dla typowych metali temperatura Debye’a wynosi Tp ~ 100 — 400 K
fatwo policzy¢, ze
U 3RV widw

Z — 3kTD
N = 28xN e @)
0]

gdziew = Tp /T oraz

jest
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Ciepto molowe Debye’a
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Ciepto molowe Debye’a

asymptotyczne rozwini¢cia D(w) maja postac

D(w) = l—gw—i—... mate w
4
D(w) = s +... duzew
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Ciepto molowe Debye’a

asymptotyczne rozwini¢cia D(w) maja postaé

D(w) = l—gw—i—.“ mate w
-
D(w) = v +... duzew

ciepto molowe wynosi

_ d (U _ dD(w)

v = NAdT(N)v - 3kNA(D(w)+T T )
3 dlaT — oo
T(;Vk = { 127r4<£>3 daT < T
A 5 TD D
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Ciepto molowe krysztatu

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Ciepto molowe krysztatu

Na ciepto molowe krysztatu sktada si¢ ciepto molowe sieci (fononéw) oraz
ciepto molowe gazu elektronowego
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Ciepto molowe krysztatu

Na ciepto molowe krysztatu sktada si¢ ciepto molowe sieci (fononéw) oraz
ciepto molowe gazu elektronowego

(T 127t ¢ T \3
vl 5 (7)) + %5 () ]
vENIG\T )T 5\
W temperaturach pokojowych dominuje wktad od sieci krystalicznej, ale w

niskich temperaturach udziat ciepta molowego gazu elektronowego staje si¢
coraz wigkszy.
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Nadprzewodnictwo (Kamerlingh-Onnes, 1911)
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Nadprzewodnictwo (Kamerlingh-Onnes, 1911)

zanik oporu elektrycznego w temperaturach T" < It i w polu magnetycznym o
natezeniu H < H.,
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Nadprzewodnictwo (Kamerlingh-Onnes, 1911)

zanik oporu elektrycznego w temperaturach 7' < I%. i w polu magnetycznym o
natezeniu H < H.,

w metalach 7. ~ 1 — 10 K

w stopach 7. ~ 1 — 50 K

materiatach organicznych 7. ~ 50 K
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Nadprzewodnictwo (Kamerlingh-Onnes, 1911)

zanik oporu elektrycznego w temperaturach 7' < I%. i w polu magnetycznym o
natezeniu H < H.,

w metalach 7. ~ 1 — 10 K

w stopach 7. ~ 1 — 50 K

materiatach organicznych 7. ~ 50 K

pole krytyczne H. zalezy od temperatury

T\2 5
H.(T) = H.(0) [1 — (T) } , H.(0) ~10* —10° A/m
&
efekt Meissnera — wypchnigcie linii zewng¢trznego pola magnetycznego z
obszaru nadprzewodnika przy H < H., w ktérym pole magnetyczne pozostaje
Zero,
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Nadprzewodnictwo (Kamerlingh-Onnes, 1911)

zanik oporu elektrycznego w temperaturach 7' < I%. i w polu magnetycznym o
natezeniu H < H.,

w metalach 7. ~ 1 — 10 K

w stopach 7. ~ 1 — 50 K

materiatach organicznych 7. ~ 50 K

pole krytyczne H. zalezy od temperatury

T\2 5
H.(T) = H.(0) [1 — (T) } , H.(0) ~10* —10° A/m
&
efekt Meissnera — wypchnigcie linii zewng¢trznego pola magnetycznego z
obszaru nadprzewodnika przy H < H., w ktérym pole magnetyczne pozostaje
Zero,

efekt izotopowy — zalezno$¢ temperatury krytycznej od masy izotopu jonu
sieci krystaliczne;j.
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Nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe
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Nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe

Nadprzewodniki II rodzaju — dwa pola krytyczne H.; oraz H.o. W obszarze
przejsciowym pole wnika do nadprzewodnika w postaci regularnej struktury
nadprzewodzacych wiréw pradu (macierz wiréw Abrikosova) wokét strumieni
pola magnetycznego,
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Nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe

Nadprzewodniki II rodzaju — dwa pola krytyczne H.; oraz H.o. W obszarze
przejsciowym pole wnika do nadprzewodnika w postaci regularnej struktury
nadprzewodzacych wiréw pradu (macierz wiréw Abrikosova) wokét strumieni
pola magnetycznego,

Nadprzewodnictwo wysokotemperaturowe w strukturach zawierajacych
ptaszczyzny CuOy, np. (CaSr)2CuOy,

T. ~ 30 — 150 K
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Teoria braci Londonéw
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Teoria braci Londonéw

prawo Ohma jest postaci 7= oE, tymczasem I réwnanie Londonéw

d7s _ nsqu»
dt m*
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Teoria braci Londonéw

prawo Ohma jest postaci 7= oE, tymczasem I réwnanie Londonéw

d7s _ nsqu—»
dt m*

z prawa Maxwella
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Teoria braci Londonéw

prawo Ohma jest postaci 7= oE, tymczasem I réwnanie Londonéw

d7s _ nsqu—»

dt m*

z prawa Maxwella

dB S d(m .
E__VXE_E(_nSqZVX]S>

I
o

d L, nsd’ 5
@ 2 B
dt(vx] i m* )

Gazy kwantowe
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Teoria braci Londonéw

prawo Ohma jest postaci )’ = oE, tymczasem I réwnanie Londonéw

dﬂs 52_’
Js _ned
dt m*

z prawa Maxwella

II réwnanie Londonéw
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Glebokos¢ wnikania
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Glebokos¢ wnikania

Z réwnania Maxwella V x B = 17s wynika, ze
- _ 1 = lo2p
VxJs==-Vx(VxB)=-=-V°B
K K
zatem uwzgledniajac réwnania Londonéw

2
v2g=H1 g (1)
m*
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Glebokos¢ wnikania

Z réwnania Maxwella V x B = w17s wynika, ze

Vxﬁ:le(Vxé):flVQB’
© Jz

zatem uwzgledniajac réwnania Londonéw

2
viB =l g (1)
m

Przyjmujac kierunek z jako prostopadty do lokalnej powierzchni
nadprzewodnika i ograniczajac (1) do jednego wymiaru otrzymamy

= = 1 A
B(Z) = Boe z/)\7 F = M::Lr‘;*q
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Glebokos¢ wnikania

Z réwnania Maxwella V x B = w17s wynika, ze

Vxﬁ:le(Vxé):flVQB’
© Jz

zatem uwzgledniajac réwnania Londonéw

2
viB =l g (1)
m

Przyjmujac kierunek z jako prostopadty do lokalnej powierzchni
nadprzewodnika i ograniczajac (1) do jednego wymiaru otrzymamy

= = 1 A
B(Z) = Boe z/)\7 F = M::Lr‘;*q

B wnika do nadprzewodnika na niewielka gtebokos¢ okreslona przez glgbokosé
whnikania .
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Podstawy teorii Ginzburga-Landaua
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Podstawy teorii Ginzburga-Landaua

Stan nadprzewodzacy opisuje zespolona funkcja () nazywana parametrem
porzadku, ktéra znika w stanie normalnym i spetnia unormowanie

/ AR = Nos [ = ne()
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Podstawy teorii Ginzburga-Landaua

Stan nadprzewodzacy opisuje zespolona funkcja 1 (7) nazywana parametrem
porzadku, ktéra znika w stanie normalnym i spetnia unormowanie

/ AR = Nos [ = ne()

GestoSci energii swobodnych w stanach normalnym i nadprzewodzacym taczy
relacja

fS(Fv T) = fn(rv T) + W(ﬁ% T)
gdzie funkcja W parametru porzadku powinna by¢ rzeczywista i analityczna w
poblizu ) = 0
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Podstawy teorii Ginzburga-Landaua

Stan nadprzewodzacy opisuje zespolona funkcja () nazywana parametrem
porzadku, ktéra znika w stanie normalnym i spetnia unormowanie

/ AR = Nos [ = ne()

GestoSci energii swobodnych w stanach normalnym i nadprzewodzacym taczy
relacja
fS(Fv T) = fn(rv T) + W(ﬁ% T)
gdzie funkcja W parametru porzadku powinna by¢ rzeczywista i analityczna w
poblizu ) = 0
Ginzburg i Landau przyjeli (b(T") > 0)
b(T)

W([¥l, T) = a(T)|$I* + == [wl*
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Podstawy teorii Ginzburga-Landaua

Stan nadprzewodzacy opisuje zespolona funkcja () nazywana parametrem
porzadku, ktéra znika w stanie normalnym i spetnia unormowanie

/ AR = Nos [ = ne()

GestoSci energii swobodnych w stanach normalnym i nadprzewodzacym taczy
relacja
fS(Fv T) = fn(rv T) + W(ﬁ% T)
gdzie funkcja W parametru porzadku powinna by¢ rzeczywista i analityczna w
poblizu ) = 0
Ginzburg i Landau przyjeli (b(T") > 0)
b(T)

W([¥l, T) = a(T)|$I* + == [wl*

Zauwazmy, ze

min W([¢]) =

0 a>0 a®>  HZ
1]

—a®/(2b) a <0 26 8w
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Réwnania Ginzburga-Landaua
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Réwnania Ginzburga-Landaua

Uzupetniajac teori¢ pola 1 (7) o czton kinetyczny i oddziatywanie z
zewnetrznym polem magnetycznym otrzymali ostatecznie energi¢ swobodna
stanu nadprzewodzacego

Fu(T) = Fu(T)

1 ‘ R 2 5 b(T) all =
‘RA[%EV‘MV‘*“WW +a(D)()* + 2 () | dr
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Réwnania Ginzburga-Landaua

Uzupetniajac teori¢ pola 1 (7) o czton kinetyczny i oddziatywanie z
zewnetrznym polem magnetycznym otrzymali ostatecznie energi¢ swobodna
stanu nadprzewodzacego

F(T) = Fo(T)

1 ‘ R 2 5 b(T) all =
+ /v (5 | (=109 = e D) + @I + 22 ()] dr

Minimalizacja energii swobodnej po v, ¢* oraz A prowadzi do réwnari

(=ihV — gA)*(7) + a(T)$(7) + b(T) [ (7)*3(7) = 0

2m*

0 2
o=~ (v~ yvy) — Ly

2m*
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Teoria BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957)
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Teoria BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957)

H. Frohlich pokazal, ze oddziatywanie elektron—fonon—elektron moze by¢ w
pewnych warunkach efektywnie przyciagajacym oddziatywaniem dla pary
elektronéw

Oddziatywanie to moze by¢ silniejsze niz elektrostatyczne odpychanie si¢
elektronéw
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Teoria BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957)

H. Frohlich pokazal, ze oddziatywanie elektron—fonon—elektron moze by¢ w
pewnych warunkach efektywnie przyciagajacym oddziatywaniem dla pary
elektronéw

Oddziatywanie to moze by¢ silniejsze niz elektrostatyczne odpychanie si¢
elektronéw

Mikroskopowa teoria pola zaktadajaca parowanie elektrondw w przestrzeni
pedow: dwa elektrony o pedzie p'i —p'(z waskiego otoczenia pedu Fermiego)
tacza sie w pary Coopera (¢ = 2¢) dzieki posrednictwu sieci krystalicznej
(fonondéw).
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Teoria BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957)

H. Frohlich pokazal, ze oddziatywanie elektron—fonon—elektron moze by¢ w

pewnych warunkach efektywnie przyciagajacym oddziatywaniem dla pary
elektronéw

Oddziatywanie to moze by¢ silniejsze niz elektrostatyczne odpychanie si¢
elektronéw

Mikroskopowa teoria pola zaktadajaca parowanie elektrondw w przestrzeni
pedow: dwa elektrony o pedzie p'i —p'(z waskiego otoczenia pedu Fermiego)
tacza sie w pary Coopera (¢ = 2¢) dzieki posrednictwu sieci krystalicznej
(fonondéw).

Odlegtos¢ pomigdzy elektronami jest rzgdu 100 nm.
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Teoria BCS (Bardeen, Cooper, Schrieffer, 1957)

H. Frohlich pokazal, ze oddziatywanie elektron—fonon—elektron moze by¢ w
pewnych warunkach efektywnie przyciagajacym oddziatywaniem dla pary
elektronéw

Oddziatywanie to moze by¢ silniejsze niz elektrostatyczne odpychanie si¢
elektronéw

Mikroskopowa teoria pola zaktadajaca parowanie elektrondw w przestrzeni
pedow: dwa elektrony o pedzie p'i —p'(z waskiego otoczenia pedu Fermiego)
tacza sie w pary Coopera (¢ = 2¢) dzieki posrednictwu sieci krystalicznej
(fonondéw).

Odlegtos¢ pomigdzy elektronami jest rzgdu 100 nm.

Tworzenie par Coopera zaburza strukture stanéw elektronowych w poblizu
powierzchni Fermiego prowadzac do powstania przerwy energetycznej A(0)
(moze by¢ uwazana za parametr porzadku w teorii GL)

A(T) T ) 172

A(0)
=1 4 — 1,741 - —
wr, - 0T xy P LT ( T,
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Hamiltonian BCS w zapisie II kwantyzacji
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Hamiltonian BCS w zapisie II kwantyzacji

CAR dla fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji elektronu o pedzie k i
spinie o
[Ckg, CZ,/,_.,/].;. = Cka'c;;/a/ + CZ/U/C]W = Ok 050’

[ck0'7ckldl]+ = [02036’.’;/0‘/]4‘ =0
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Hamiltonian BCS w zapisie II kwantyzacji
CAR dla fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji elektronu o pedzie k i
spinie o
[Ck‘,(n C;::'(r']+ = CkaCZ'(r' + C;;’n’cko‘ = 5k:k:’ 500"

[Ckcmck/o'/]-F = [Cl*covcl:’o’]"r =0

operator liczby czastek nko = CryCko
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Hamiltonian BCS w zapisie II kwantyzacji

CAR dla fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji elektronu o pedzie k i
spinie o
[Ck‘,(ﬁ C;::'(r']+ = Cko‘cz’(r’ ol C;::’n’cko‘ = 5k:k:’ 500"

[Ckcmck/o'/]-F = [Cl*covcl:’o’]"r =0

operator liczby czastek nko = CryCko
para Coopera o sparowanych pedach i spinach opisywana jest przez

|CP> = vkaTCtkl ‘O>
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Hamiltonian BCS w zapisie II kwantyzacji

CAR dla fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji elektronu o pedzie k i
spinie o
[Ck‘,(ﬁ C;::'(r']+ = Cko‘cz’(r’ ol C;::’n’cko‘ = 5k:k:’ 500"

[Ckcmck/o'/]-F = [Cl*covcl:’o’]"r =0

operator liczby czastek nko = CryCko
para Coopera o sparowanych pedach i spinach opisywana jest przez

|CP> = vkaTCtkl ‘O>

stan podstawowy BCS

IBCS) = H(uk + vkcric—k1)|0)
k
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Hamiltonian BCS w zapisie II kwantyzacji

CAR dla fermionowych operatoréw kreacji i anihilacji elektronu o pedzie k i
spinie o
[Ck‘,(ﬁ C;::'(r']+ = Cko‘cz/(r’ ol C;::’n’cko‘ = 5k:k’ 500"

[Cka,ck/o'/]-F = [Cl*covcl:’o’]"r =0

operator liczby czastek nko = CryCko
para Coopera o sparowanych pedach i spinach opisywana jest przez

|CP> = vkaTCikl ‘O>

stan podstawowy BCS

IBCS) = H(uk + vkcric—k1)|0)
k

Hamiltonian (zredukowany)

>k *
H = E €xNko + g Viek! Cle1 C_ k| C— k! | Che/ 1
ko Ik’
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Minimalizacja energii
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Minimalizacja energii

Energia (w zerowej temperaturze)
F = (BCS|H — uN|BCS)

Metoda wariacyjna prowadzaca do réwnan pola Sredniego

5<BCS| Z fkﬂka + Z ka/CZTCile,k/le/T |BCS> =0
k,o k,k’

gdzie & = € — 1
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Minimalizacja energii

Energia (w zerowej temperaturze)
F = (BCS|H — uN|BCS)
Metoda wariacyjna prowadzaca do réwnari pola Sredniego
S(BCS| Y &nnno + > Viekr i 0 rr 01 [BCS) = 0
k,o ke k!

gdzie & = € — 1
przerwa energetyczna
Ak = — E kalu;;’l)k/
k/
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Kwantowanie strumienia magnetycznego
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Kwantowanie strumienia magnetycznego

Strumiert magnetyczny (F. London)
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podlega kwantowaniu analogicznemu do reguty Bohra—Sommerfelda
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Kwantowanie strumienia magnetycznego

Strumiert magnetyczny (F. London)

@:lj{“~df:1%(m*ﬁg+qg)vdf
q q

podlega kwantowaniu analogicznemu do reguty Bohra—Sommerfelda

]{ﬁ~df: 2rhn

Strumiert magnetyczny jest wielokrotnoscia fluksonu ®¢

@zn@:n@)
q
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Zjawisko Josephsona (1962)

Funkcja falowa nadprzewodnika ma postaé 1) = |1|e’?

Niech ¥ = A bedzie réznica faz dwéch funkceji falowych nadprzewodnikéw
oddzielonych warstwa materialu o normalnym przewodnictwie (metal, izolator,
dielektryk)

Jacek Jurkowski, Fizyka Statystyczna Gazy kwantowe



Zjawisko Josephsona (1962)

Funkcja falowa nadprzewodnika ma postaé 1) = |1|e’?

Niech ¥ = A bedzie réznica faz dwéch funkceji falowych nadprzewodnikéw
oddzielonych warstwa materialu o normalnym przewodnictwie (metal, izolator,
dielektryk)

Przez ztacze nadprzewodnik—izolator—nadprzewodnik nawet przy zerowe;j
réznicy potencjatéw moze przeptywac prad tunelujacych par Coopera

(I réwnanie Josephsona) W nieobecnosci zewngtrznego potencjatu
magnetycznego

I=1Isind, I.~10°-10"°%A
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Zjawisko Josephsona (1962)

Funkcja falowa nadprzewodnika ma postaé 1) = |1|e’?

Niech ¥ = A bedzie réznica faz dwéch funkceji falowych nadprzewodnikéw
oddzielonych warstwa materialu o normalnym przewodnictwie (metal, izolator,
dielektryk)

Przez ztacze nadprzewodnik—izolator—nadprzewodnik nawet przy zerowe;j
réznicy potencjatéw moze przeptywac prad tunelujacych par Coopera

(I réwnanie Josephsona) W nieobecnosci zewngtrznego potencjatu
magnetycznego

I=1Isind, I.~10°-10"°%A

(IT réwnanie Josephsona) Jesli przytozymy do ztacza réznice potencjatéw U to

4y _ qU

dt &
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Zjawisko Josephsona (1962)

Funkcja falowa nadprzewodnika ma postaé 1) = |1|e’?

Niech ¥ = A bedzie réznica faz dwéch funkceji falowych nadprzewodnikéw
oddzielonych warstwa materialu o normalnym przewodnictwie (metal, izolator,
dielektryk)

Przez ztacze nadprzewodnik—izolator—nadprzewodnik nawet przy zerowe;j
réznicy potencjatéw moze przeptywac prad tunelujacych par Coopera

(I réwnanie Josephsona) W nieobecnosci zewngtrznego potencjatu
magnetycznego

I=1Isind, I.~10°-10"°%A

(IT réwnanie Josephsona) Jesli przytozymy do ztacza réznice potencjatéw U to

4y _ qU

dt &

Przy stalym napigciu U = 1 V przez ztacze ptynie prad przemienny o wysokiej

czestotliwosci

w:2—;~3,2-1015Hz
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dc-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa zlacza Josephsona potaczone
réwnolegle.
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de-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa ztacza Josephsona potaczone
rownolegle.

Pod nieobecno$¢ strumienia magnetycznego obejmowanego przez obwadd, prad
I dzieli si¢ na dwie réwne czgsci w obu ramionach SQUIDa
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de-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa ztacza Josephsona potaczone
rownolegle.

Pod nieobecno$¢ strumienia magnetycznego obejmowanego przez obwadd, prad
I dzieli si¢ na dwie réwne czgsci w obu ramionach SQUIDa

Pojawienie si¢ strumienia zaburza t¢ symetri¢ prowadzac do zmian réznic faz
11, P2 na obu ztaczach
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de-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa ztacza Josephsona potaczone
rownolegle.

Pod nieobecno$¢ strumienia magnetycznego obejmowanego przez obwadd, prad
I dzieli si¢ na dwie réwne czgsci w obu ramionach SQUIDa

Pojawienie si¢ strumienia zaburza t¢ symetri¢ prowadzac do zmian réznic faz
11, P2 na obu ztaczach

Réwnania SQUIDa
I=5LH+1
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de-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa ztacza Josephsona potaczone
rownolegle.

Pod nieobecno$¢ strumienia magnetycznego obejmowanego przez obwadd, prad
I dzieli si¢ na dwie réwne czgsci w obu ramionach SQUIDa

Pojawienie si¢ strumienia zaburza t¢ symetri¢ prowadzac do zmian réznic faz
11, P2 na obu ztaczach

Réwnania SQUIDa
I=5LH+1

. U . U-
I :Ies1n191—|—§1, I :Ies1n192—|—§2
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de-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa ztacza Josephsona potaczone
rownolegle.

Pod nieobecno$¢ strumienia magnetycznego obejmowanego przez obwadd, prad
I dzieli si¢ na dwie réwne czgsci w obu ramionach SQUIDa

Pojawienie si¢ strumienia zaburza t¢ symetri¢ prowadzac do zmian réznic faz
11, P2 na obu ztaczach

Réwnania SQUIDa
I=5LH+1

. U . U-
I :Ies1n191—|—§1, I :Ies1n192—|—§2

U:U1+Lj1:U2+Lj2
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de-SQUID

SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) — urzadzenie do
pomiaru strumienia magnetycznego oparte o dwa ztacza Josephsona potaczone
rownolegle.

Pod nieobecno$¢ strumienia magnetycznego obejmowanego przez obwadd, prad
I dzieli si¢ na dwie réwne czgsci w obu ramionach SQUIDa

Pojawienie si¢ strumienia zaburza t¢ symetri¢ prowadzac do zmian réznic faz
11, P2 na obu ztaczach

Réwnania SQUIDa
I=5LH+1

. U . U-
I :Ies1n191—|—§1, I :Ies1n192—|—§2

U:U1+Lj1:U2+Lj2

g U1 5 _qU2
Vi=, 2=
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