Opis zmiennych stanu
1. Rozpatrzmy model prostego tempomatu samochodowego:

mv+bv=u
y=v

gdzie
m - masa samochodu
v - predkosé
U - sifa silnika
b - tarcie
Y - wyjscie ukladu

a. Przyjmujac sile silnika jako wejscie ukladu i zakladajac zerowe warunki poczatkowe, wyznacz transmitancje
operatorowa powyzszego uktadu.

b. Wyznacz rownowazny model w przestrzeni stanu. Czy uzyskana postac jest jedyna mozliwa? Odpowiedz
uzasadnij.

R Ry Rozwazamy uktad jak na rysunku . Wejsciami uktadu sa napiecia e; i es.
Oznaczmy przez i¢ i iy prady ptynace odpowiednio przez kondensator i cewke
%’- O HR O € == zgodnie z zaznaczonymi kierunkami obiegéw w oczkach. Przez u¢ i up oznacz-

7 e my spadki napiecia na kondensatorze i cewce. Z praw Kirchoffa dla oczek
+@ @+ dostajemy:
di
e — Ld7L — Ryip — R(ip +ic) =0

€9 —uC—RQiC—R<iL+ic) =0

duc

Bioragc pod uwagg, ze ic = C52,

dostajemy ostatecznie:

de , , du
61—Ld7tL—R12L—R<ZL+C dtc)zo
duc duc

62—UC—RQCW—R<Z'L+C ):O

dt
2. Dla powyzszego ukladu elektrycznego:
e wybierajac za zmienne stanu iy, i uc znajdz macierz ukladu i macierz wejscia.

e wyznacz macierz wyjscia ukfadu i macierz przenoszenia, jezeli wyjsciem ukladu jest:

Ul napiecie na oporniku R
U2 napigcie na kondensatorze i napiecie na zwojnicy

U3 prad ptynacy przez kondensator

e dla kazdego z ukladow U1, ..., U3 znajdz transmitancje uktadu
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Rozwazamy uktad jak na rysunku . Na drugi wozek dziata sita wymuszajaca F'. Pierwszy wozek doznaje
ttumienia o wspoétczynniku b.

S

ita rozciagajaca sprezyne srodkowa jest rowna k(xe — x1). Z drugiej zasady dynamiki:
mlil = —k1$1 — ]{Z(Il — LUQ) — bl’l
mgl-lfg = —k’ngQ — l{(JTg — [El) + F

3. Dla powyzszego ukladu:

Zapisz powyzszy uklad jako ukltad réwnan pierwszego rzedu
Zidentyfikuj macierz stanu uktadu i macierz wejscia uktadu
Napisz réwnanie wyjscia ukladu jezeli wielkoScig obserwowana jest:

Ul sila wymuszajaca (mierzona tensometrem T2)

U2 sila rozciagajaca srodkowa sprezyne

U3 réznica sity oporu dzialajacej na wozek (mierzona tensometrem T1) i sily wymuszajacej
U4 srednie polozenie wozkow

napisz réownanie stanu uklfadu w zmiennych x; — x5 1 x1 + x5. Jak zmienia sie rézne réwnania wyjscia

uktadu?

napisz rownanie stanu uktadu gdy zmiennymi stanu sa sily rozciagajace sprezyny ky i1 ko jak zmienia sie
rézne rownania wyjscia uktadu?

4. Udowodnij, ze dla opisow stanowych rézniacych sie transformacja podobienistwa transmitancja sie nie zmienia.

5. Rozpatrzmy modele popytu i podazy na okreslony towar:

D = f(P)

S=oP)

Q=v¢(D,9)
gdzie

D - popyt

S - podaz

Q - zapasy

P - cena
Model 1

D=a+a-P

S=06+0b-P

, (1)
€ —5-D

d
P — N\ — _\.(S—-D)



Model 2

D=a+a-P
S=0+b-P
& =-MQ-Q)
Model 3
D=a+a-(P+%)
S=0p+0b-P
= N\ = _\.(S-D)
Model 4
D=a+a- (P+%)
S=0+b-P
: (4)
dP%:S_D’
T =—MQ-Q)

a. Zbudowa¢ dla wyzej wymienionych modeli réwniania réozniczkowe ze wzgledu na zmienna P.
b. Wyznacz réwnowazne modele w przestrzeni stanu.

c. Przyjmujac podaz jako wejscie ukladu S = ¢(t) i zakladajac zerowe warunki poczatkowe, wyznacz trans-
mitancje operatorowa powyzszych uktadéw.

6. Rozpatrzmy model odwréconego wahadla dla matych odchylen ¢:

(I +mi?)¢ — mglp = mli
(M 4+ m)i +bi —mlop=u

gdzie
- masa wozka
- masa wahadla
- tarcie
- przyspieszenie ziemskie
- dtugos¢ wahadta
- bezwladnos¢é wahadla
- sita dzialajaca na woézek
- pozycja wozka
- odchylenie wahadla od pionu

a. Wyznacz transmitancje operatorowa powyzszego ukladu, traktujac odchylenie wahadta od pionu jako wyj-
scie uktadu:

D(s)
T = 6
U(s)’ (6)
korzystajac ze zmiennej pomocniczej
q=[(M +m)(I+ml*) — (ml)?]. (7)

Matlab

7. Zapoznaj si¢ z poleceniami:



polecenie pomocy help o zaktadka Workspace i komendy clear, clear

all
pwd, dir, cd
e zapamietywanie 1 tadowanie zmiennej z pliku
diary [file], diary on, diary off load, save

. Wygeneruj w Matlabie macierze:

6 x 6, wypelniona dwdjkami e macierz diagonalna 5,5 o wartosciach na diago-

o nali1,2,3,4,5
macierz jednostkowa 3 X 3

. Wygeneruj w Matlabie macierze:

macierz losowa 2 X 4 o réwnomiernym rozkladzie wartosci elementéw w przedziale [0, 1]
macierz losowa 2 X 4 o réwnomiernym rozkladzie wartosci elementéw w przedziale [—1, 2]
losowa macierz symetryczna rozmiaru 4 x 4

losowa macierz rozmiaru 4 x 4 o wartosciach wilasnych 1,2, 3,4

losowa macierz 5 X 5 taka, ze czesci rzeczywiste jej wartosci wlasnych sa mniejsze réwne —1
losowa macierz dodatnio okreslong 5 x 5

losowa macierz dodatnio okreslong 5 x 5 rzedu 1

losowa macierz dodatnio okreslona 3 x 3 rzedu 2

macierz 5 X 5 o wyrazach w drugim wierszu i w drugiej kolumnie réwnych 4, a pozostalych wyrazach
losowych z przedziatu [—1,2].

macierz 5 X 5 o wyzerowanym prawym dolnym bloku 2 X 2, a pozostatych wyrazach losowych z przedziatu
[0,1].

10. Napisz funkcje zwracajaca:

projektor na zadany wektor
sume wartosci wlasnych zadanej macierzy
sume dwoch najwiekszych wartosci wlasnych zadanej macierzy symetrycznej

unormowany wektor wlasny przy najwiekszej co wartosci wlasnej (dla macierzy symetrycznej) zapisa-
ny jako wektor kolumnowy. Jezeli najwicksza wartos¢ wiasna jest zdegenerowana, zwroc¢ macierz ktorej
kolumnami sa unormowane wektory wiasne odpowiadajace tym wartosciom wiasnym.

projektor na podprzestrzen wlasna przy najwiekszej wartosci wilasnej.

11. Narysuj wykresy funkcji:

sin(z) + cos?(x) na przedziale [—7, 7| (siatka co 0.01)

x? — 2% + z + 1 na przedziale [—2,2] (siatka co 0.01)



12. Narysuj krzywa Nyquista dla transmitancji:
s2+1
s3—s+4
uzywajac polecenia plot.
13. Narysuj przy pomocy polecenia plot fragment spirali r(a) = 1.01°.

14. Dla jednoparametrowej rodziny wielomianéw: x% — 42 + x* + 23 — 22 + 32 + a Narysuj na plaszczyznie
zespolonej kolorem czerwonym potozenie pierwiastkéw pochodnej i kolorem niebieskim polozenie pierwiastkow
wielomianu dla a € [—10,10] (co 0.01)

15. Wyprowadz wzor na transmitancje ukladu z zapisie zmiennych stanu: T(s) = C'(sI — A)™'B + D
16 (*). Udowodnij, ze dla uktadu SISO:

(1+ D)det(sI — A+ BC) —det(s] — A)

T(s) = det(sl — A)

Wskazéwka: Dla uktadu z D = 0, korzystajac z wieloliniowosci wyznacznika, znajdz wzoér na wyznacznik
sumy macierzy, z ktérych druga ma rzad 1. Licznik ulamka powinien byé¢ wtedy réowny >, ¢;(sI — A);, gdzie
(sI — A); to macierz (sI — A) w ktorej i-ta kolumne zastapiono wektorem B. Nastepnie wyprowadz wzor na
(sI — A); przy uzyciu rozwiniecia Laplace’a wzledem wektora B. W tym wzorze mozna odnalezé wzér na wyraz
macierzy odwrotne;j.

17. Wykorzystujac wynik poprzedniego zadania, udowodnij ze dla uktadu MIMO:

T.(s) (1+ D;;)det(s] — A+ B,;C;) — det(sI — A)
)= det(sI — A) ’

gdzie B; to j-ta kolumna macierzy B a C; to i-ty wiersz macierzy C'.

18. Napisz wlasna funkcje zwracajaca transmitancje (jako pare dwéch wielomianéw) ukladu SISO zadanego w
modelu stanowym. Uzyj funkcji poly zwracajacej wielomian charakterystyczny.

19. Napisz wlasna funkcje znajdujaca transmitancje uktadu MIMO zadanego w modelu stanowym.

20. Dla transmitancji:
252 + 115+ 13

s34+ 652+ 11s+6
Znajdz rozklad na utamki proste i rownania stanu.

G(s) =

21. Znajdz model stanowy dla ukladéw o transmitancji (funkcja tf2ss, w odwrotna strone ss2tf, mozna tez
wywolaé konstruktor obiektu ss z obiektem tf jako argumentem i odwrotnie):

s2—1 s 254 425+1
L. 3452 3. s341 9. sits3—s
-1 5 s+1
2. s%4+52—25+1 4. s44-25+4 6. 5341

22. Zaimplementuj powyzsze uktady w Simulinku:
e uzywajac klocka Transter Fcn

e uzywajac klocka State-Space



e uzywajac klockéw: Gain, Sum, Integrator

Odwotuj sie w konstrukcji do zmiennych zdefiniowanych w Workspace. Dla kazdej z powyzszej realizacji zbadaj
zasymuluj odpowiedZ na:

e skok jednostkowy
e impuls o czasie trwania 1 i wysokosci 1

23. Dla oscylatora z ttumieniem i zewnetrzna sita wymuszajaca: mi + bx + kx = F, gdzie wyjsciem jest &,
zbuduj model réwnania z pojedynczym sygnatem i dwoma integratorami.

24. Dla symulacji z zadania 22 zapisz wyniki do zmiennej w Workspace i narysuj poleceniem plot.

25. Za pomoca funkcji stack definiujemy rodzine ukladoéw z zadania 23 dlam =1,k =1,b=[0:0.5:5]. Przy
pomocy funkcji 1tiview, lsim, impulse, step narysuj na jednym wykresie:

e odpowiedZ impulsowa
e odpowiedz skokowa,

e odpowiedZ na wymuszenie sinusoidalne o czestosci 1

Uktady dyskretne

26. Rozwazmy nastepujacy dyskretny uktad dynamiczny:

a. lle jest skladowych wektora stanéw, wejs¢ i wyjs¢ w powyzszym uktadzie?

b. Zaimplementujmy powyzszy uklad w Matlabie i zalézmy, ze zostal on poddany dziataniu dyskretnego
wymuszenia sinusoidalnego o okresie m na wejsciu u, oraz wymuszenia zmieniajacego sie skokowo na wejsciu
uy. Okres prébkowania wynosi 0.1s. Wyznaczmy przebiegi odpowiedzi uktadu na jego wyjsciach, korzystajac z
funkcji lsim.

27. Rozpatrzmy zlinearyzowany dyskretny model serwera http:

[ om0l [ -85 44 .,
A= l ~0.026  0.63 ] b= l ~25 2.8 ] 0

Stanami tego uktadu sg srednie uzycie procesora Tcp, 1 procent uzywanej pamieci Tpem, Plerwszym wejsciem
jest okres bezczynnosci zgloszenia (keep-alive) uy,, a drugim maksymalna ilosé klientéw serwera ..

a. Na podstawie powyzszego rownania stanu, jak zwiekszenie okresu bezczynnosci zgtoszenia wptywa na srednie
uzycie procesora i pamieci? A jak dziata zwickszenie maksymalnej ilosci klientéw?

28. Wyznacz transmitancje ukladu zdyskretyzowanego (interpolator ZOH) dla ukladéw ciagtych:



o 1/s o 1/(s+2)
o 1/s?
o 1/(s+1) o (2s+1)/(s*+4s+3)

Sterowalnosé¢ i obserwowalnosé

29. Dla ukiadow:

—3 -1 1
.A:__1 _3],32[2],0:[11},1):[0],
[—3 4 —4 ~1 -3
eA=| 4 -1 0| B=|-1 0|,C=[113] D=2 2],
-4 0 -5 —4 —6
.A:::; j’],B:l”,C:“—ﬂ,D:[ﬂ,
(-1 8 —4 -3 5
~1 -1 —4 1 2
A= 8 —1 —4 ,B: 0 —4 ,O_ 7D: )
) -4 -4 -7 -6 2 [3_3 0] l21]

Sprawdz sterowalnosé i obserwowalnosé. Dla uktadéw sterowalnych/obserwowalnych wyznacz indeks sterowal-
nosci/obserwowalnosci, dla niesterowalnych/nieobserwowalnych wyznacz podprzestrzen sterowalna/niesterowal-
na/obserwowalna/nieobserwowalna (ImS, kerS?, ImO, kerOT).

30. e Udowodnij, ze jezeli macierz A jest diagonalizowalna i ma podwdjna wartos¢ wilasna, to uklad z
jednym wejsciem nie moze by¢ sterowalny.

e Podaj przyklad macierzy A niediagonalizowalnej o podwdjnej wartosci wilasnej, dla ktérej powyzszy fakt
nie zachodzi.

e Jezeli macierz A jest diagonalizowalna i para A, B jest sterowalna, to co wiemy o rozkladzie kolumn
macierzy B w bazie wlasnej A7

31. Dla ukladéw z zadania 29 oblicz transmitancje i znajdz reprezentacje minimalng (polecenie minreal).

32. Dla ukladéw z zadania 29 wyznacz nieosiagalne wartosci wlasne i sprawd? stabilizowalnosc.

7T 4 4
33. Wyznacz nieosiagalne wartosci wilasne i sprawdz stabilizowalnos¢ dla ukladu: A= |4 1 -8 |,B =
4 -8 1
-1 0
110 1 2
e[ 2o (2]
0 2 11 2 2 1
34. Dla ukladu dyskretnego
10 -1 2 5
A=1|-2 3 -1|, B= 3 4
2 2 =3 -1 2

Znajdz ciag sterowan prowadzacych z 0 do wektora [1,2, 3]
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Sprzezenie do stanu, przesuwanie biegunow,
regulator liniowo-kwadratowy

[21) e

znajdz macierz K taka, ze A— BK ma z gory zadane wartosci wlasne \i, Ay (skonstruuj uktad réwnan liniowych
na ky i k). Co sie dzieje z ukladem réwnan, gdy Ay = \y?

35. Dla danych macierzy A i B:

36. Udowodnij, ze w przypadku ogélnego uktadu n-wymiarowego zagadnienie przesuwania pierwiastkow pro-
wadzi do uktadu réwnan liniowych wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy wejscia jest 1.

37. Dla cigglego uktadu SISO:

013 —0.67 —0.66 0.37 054 0
—0.06 0 020 0.49 0.82 1

A=1"097 037 —047 ol B=1| 69 —osa| C=[1000]
0.32 0 030 —0.83 0.65 —0.11

1. Dla wartosci wzmocnienn w petli sprzezenia zwrotnego z przedziatu [1,10] (polecenie feedback) zbuduj
liste uktadéw poleceniem stack i zbadaj odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy. Sprawd? jak sie zmienia
polozenie pierwiastkow ukladu przy pomocy polecenia sisotool (’rlocus’,).

2. W sprzezeniu do stanu, przesun bieguny do pozycji {—n,—n +1i,—n —i,—n — 1} dlan € [1,10]. Zbuduj
liste uktadow i zbadaj odpowiedZ na skok jednostkowy.

3. Tak przesun bieguny, by zminimalizowa¢ calke z kwadratu zmiennej kosztu dla wag:

e Stosunek wag sygnalow sterujacych do wag uchybéw: 0.001
e Stosunek wag sygnaléw sterujacych do wag uchybéw: 1000

Jak wygladaja polozenia biegunéw w obu sytuacjach?

4. dla stosunku wag ze zbioru logspace (-3, 3,13) zbuduj macierz ukladéw i narysuj odpowiedzi na skok
jednostkowy.

38 (Autopilot «— ctms.engin.umich.edu/CTMS).

Zlinearyzowane roéwnanie stanu:

& = —0.313a + 56.7¢ + 0.2328
g = —0.0139a — 0.426¢ + 0.02035
6 = 56.7q

a obserwowanym wyjsciem jest 6 (nachylenie osi
samolotu). Wejsciem jest kat ustawienia steru wy-
sokosci.

Mamy zadane nastepujace kryteria sterowania:
e przesterowanie < 10%

e czas narastania < 2s



e czas regulacji < 10s

e uchyb ustalony < 2%

1. Czy uklad jest stabilny (odpowiedz bez obliczania)? ZnajdZ jego wartosci wlasne.
2. Zamknij uklad petla sprzezenia zwrotnego i zbadaj odpowiedz na skok jednostkowy

3. Zbadaj odpowiedZ na skok jednostkowy dla wzmocnien w petli sprzezenia zwrotnego: 1,3,5,7,9. Co sie
dzieje z przesterowaniem a co z czasem regulacji gdy zwickszamy wzmocnienie?

4. Przy pomocy polecenia sisotool zbadaj potozenia biegunéw w zaleznosci od wzmocnienia. Znajdz na
plaszczyznie rejony pierwiastkéw odpowiadajace wymaganiom konstrukcyjnym (czas narastania wprowa-
dzamy poprzez warunek na czestotliwosé charakterystyczna: T ~ 1.8 /w).

5. Dodaj kompensatorowi biegun —1. Jak si¢ zmieni wykres polozen biegunéw regulowanego uktadu?
6. Dobierz regulator PID optymalizujac catke kwadratu bledu.
7. W sprzezeniu do stanu dobierz przy pomocy Iqr macierz wzmocnien. Jak nalezy dobra¢ macierz @, zeby:

e kazda zmienna stanu miala te sama wage

e kazde wyjscie z uktadu mialo t¢ sama wage

8. Skonstruuj regulator Iqr, gdy zmienna wyjsciowa podlegajaca optymalizacji jest kat jaki tworzy predkos¢
samolotu z poziomem.

39. Dla uktadu zadanego rownaniami stanu:

& = Ax+ Bu
y = Cx+ Du

Wprowadzamy uklad, ktérego zmiennymi stanu & sg estymaty zmiennych x, a wejSciami wejscia i wyjscia uktadu.
Dynamike uktadu opisuje rownanie: .
T=Fr+Gu+ Hy

Jakie warunki musza spetnia¢ macierze F, G, H, by estymata dazyta do rzeczywistej wartosci x?
Odp. F=A—-HC,G=B— HD, H-dowolne

40. Jak mozemy regulowac szybkosS¢ zanikania uchybu (& —x)? Jak do tego celu uzy¢ znanych wezesniej funkcji
matlaba?

41. Dla uktadu o macierzach:

A=[0,3,-2;3,-3,0;4,1,-2]

B=[2,3;1,-1;2,0]

c=[1,1,1;0,2,3]

D=zeros(2)

stworz w simulinku jego model i skonstruuj obserwator. Porownaj dynamike zmiennych stanu ukfadu i obser-
watora gdy uklad startuje z niezerowego stanu poczatkowego.

42. Dla uktadu z zadania 38 skonstruuj regulator bedacy polaczeniem obserwatora i znalezionej macierzy wzmoc-
nien w sprzezeniu do stanu. Znajdz transmitancje regulatora.



43. Dla ukladu o transmitancji G(s) = % znajdz obserwator o pierwiastkach —6 £ 67 I macierz wzmocnien

w sprzezeniu do stanu by pierwiastki regulowanego uktadu byly réwne —3 4 3i. Podaj transmitancje petnego
regulatora.

44. Rownania ruchu dla satelity stabilizujacej orbite:

& — 2wy — 3w =0

U+ 2wt = u,

gdzie: x - odchylenie radialne, y - odchylenie transwersalne, w - predkos¢ katowa ruchu po orbicie, u - ciag silnika
w kierunku transwersalnym.

1. Czy stan ukladu jest obserwowalny?

2. Znajdz obserwator dla ukladu dla polozen biegunéw {2w, 3w, 3w £ 3wi}.
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Portety fazowe i punkty réwnowagi
45. Za pomoca polecenia quiver narysuj portret fazowy:

e oscylatora e oscylatora z tarciem suchym ~ v/|v|

e oscylatora ttumionego liniowo

e réownan Lotki-Volterry dwoéch populacji:

e oscylatora z tlumieniem ~ v3

e wahadla bez ttumienia & =xz(l —ar — by)
j=y(—1+cr—d

e wahadla z ttumieniem liniowym y=yl v)

e wahadla z ttumieniem ~ v3 dlaa=1,b=2,c=2,d=1

46. Dla powyzszych przykladéw dodaj do portretow rodziny trajektorii wygenerowane przez polecenie ode45.

47. Znajdz punkty réwnowagi powyzszych uktadow.

Linearyzacja i stabilnos¢

48. Znajdz punkty réwnowagi dla réwnan Lotki-Voltery.

b+d c—a

Odp. Punkt koegzystencji obu populacji: xg =

ad+bc? Yo ad+bc”

49. Zlinearyzuj uktad réwnan Lotki-Volterry wokét punktéw réwnowagi. Zbadaj stabilnosé tych punktow
50. Zlinearyzuj rownanie wahadla ttumionego wokol punktéw réwnowagi. Zbadaj stabilnos¢ tych punktow.

51. Zlinearyzuj réownanie wahadla bez ttumienia wokét punktéw rownowagi. Co mowi linearyzacja o stabilnosci
tych punktow?

52. Udowodnij stabilnos¢ dolnego punktu réwnowagi wahadla konstruujac funkcje Lapunowa.

53 (*). Sprawdz ze funkcja

V(:E,y):oz(w—lnx—1>+ﬁ<yyo—1ny—1>

To ) Yo
dla dowolnych «, (3 jest funkcja Lapunowa dla réwnan Lotki-Volterry.

Wskazowka: Zauwaz, ze 1 —az —by = —a(x —x9) —b(y — o), =1 +cx —dy = c(x —x¢) — d(y — yo). Wprowadz
oznaczenia & = x — o,y = y — Yo 1 zauwaz, ze VV - [; 9] jest forma kwadratowa. Pokaz Ze jej macierz jest
ujemnie okreslona

Rozwazanym uktadem jest odwrocone podwojne wahadto fizyczne - uktad sktada sie z dwoch pretow pota-
czonych przegubowo i potaczonych przegubem (w tej samej plaszczyznie z podlozem). Dopuszcezalny ruch jest
ruchem plaskim w dwéch stopniach swobody (« - kat ktéry tworzy o$ pierwszego preta z pionem, 3 - kat miedzy
osiami obu pretéw). Prety maja diugosci Iy i Is. Srodki ciezkosci obu pretéw sa w odlegtosciach [, I od ich
dolnych koncéw. Momenty bezwtadnosci pretow liczone wzgl. srodkéw ciezkosci wynosza I, I, a masy mq, mo.
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Wyprowadzenie réwnan wahadla podwdjnego

Przez I, = I, + myl2, I, + msl2 bedziemy oznaczaé
momenty bezwtadnosci pretéw liczone od ich dolnych
przegub6w (tw. Steinera). Srodki ciezko$ci potozone
sg w punktach:

r = [21,51] = I [sin(a), cos(a)]
ro = [x9, y2] = l1[sin(«), cos(av)]
+1y[sin(a + ), cos(a + B)]
Predkosci srodkéw ciezkosci wynosza:
vy = liéfcos(a), —sin(a)]
Vg = ly&fcos(ar), — sin(av)]
+a(év + B)[cos(a + B), — sin(a + B)]
Energia kinetyczna i potencjalna uktadu wynosza:

1~
E, = SLd* +

1 1. .
5 fmgvg + 5[252

2
E, = migy: + magys

Ich réznica £ wynosi (éwiczenie):
L= ;(I] + mal?)é® + ;Bﬁ?
—I—(;mglg + malyly cos B)a(a + )
—(m1l~1 + maly)g cosa — mgglNQ cos(a + f3)
(

+ ;bBQ + (d + ccos B)a(a + 3)
—ecosa — fcos(a+ ),

= —ad?

2

gdzie:

a = jl + mzl% d= mgllig
b= 1 ) e= (mlll + maly)g
c= %mglg f=magls

Roéwnania ruchu (r.Lagrange’a II rodzaju) otrzyma-
my ze wzoréw (r. Eulera Langrange’a dla funkcjonatu

L):

d
&%L’ —0,L=0

d
L = DL =0

Wstawiajac do powyzszych réwnan nasz funkcjonat
L, dostajemy (éwiczenie):

(a + 2d 4 2ccos B)i 4 (d + ccos 3)3 — 2¢sin B3
—csin 3% — esina — fsin(a+ 3) =0
bB + (d + ccos B)é — esin fa3 — fsin(a+ ) =0

Dla kata sita uogélniong jest moment sity, dlatego ze-
ra po prawej stronie mozemy zastapi¢ przez momen-
ty na przegubach. Zaktadamy, ze kontrolujemy tylko
moment na przegubie wewnetrznym:

(a +2d+ 2ccos B)c + (d+ ccos 3)
—2¢sin faf — esin f5% — esina — fsin(a+ 3) = 0
b3 + (d+ ccosfB)a — csin Baf — fsin(a+p)=r1

54. Zapisz réwnanie w postaci macierzowej:
i
M| -
[ p ]
Odp:

a+2d+ 2ccos 3 d+ ccos 3

M:[ d+ ccos 3 b

~Visah |

| v-

|

2c¢sin 3 d6+csinﬁ 62 +esina + fsin(a + 9)
csin 3 dﬂ—i—fsin(oc—i-ﬁ)

55. Przerzuc¢ macierz M na druga strone i zredukuj rownanie do I rzedu

Odp: Wprowadzajac w, = &, wg =

Qv We
gl wp
Wey e

wg

2csin 3 wawps + csin f w3 + esina + fsin(a + 3)
csin 8 wawg + fsin(a + B)

et
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Przestrzen fazowa ukladu jest czterowymiarowa, a réwnanie jest nieliniowe (dlaczego?). Dla zadanej stale;
wartosci 7 bedziemy znajdowaé potozenie réwnowagi.

56. Jakie sa dopuszczalne polozenia rownowagi, gdy nie ma momentu na przegubie?

57. Przedstaw na wykresie, ile wynosi kat § i moment na przegubie 7, zeby ukltad byl w réwnowadze gdy
pierwszy pret odchyla si¢ od pionu o kat «. Ile wynosi maksymalne odchylenie od pionu, przy ktérym mozna
utrzymac uktad w réwnowadze?

58. Pokaz, ze macierz stanu uktadu zlinearyzowanego wokot polozenia rownowagi jest postaci:

0 0
0 0

M <f008<04+5) { 1 1|+BCOS(O‘) H 8|>

0
1
0
0

O OO

59. ZnajdZ macierz wejscia zlinearyzowanego ukladu (pochodna prawej strony po 7).

60. Znajdz réwnanie wiasne macierzy stanu. Pokaz, ze kwadrat wartosci wlasnej jest wartoscia wlasna lewego
dolnego bloku.

61. Pokaz, ze uklad zlinearyzowany jest sterowalny (przy zatozeniu, ze det M # 0), ile wynosi indeks sterowal-
nosci?

62. Zakladamy, ze jedyna wielkoscia bezposrednio obserwowang jest kat . Pokaz, ze uklad jest obserwowalny:.
Ile wynosi indeks obserwowalnosci?

63. Napisz funkcje dajaca macierz uktadu i macierz wyjscia dla zadanych katéw «, 3. Parametry fizyczne uktadu
niech beda statymi w ciele funkcji.

function [A,B]=wp(alpha)
11=1;12=1: 1t1=0.5:1t2=0.5; % m
ml=1;m2=1; % kg
I11=1/3; 12=1/3; % kg % m"2
g=9.81; % m/s"2
a=11+m2x11 " 2;
b=I12;
c=m2x1t2 "2/2;
d=m2x11x1t2 ;
e=(mlx1t1+4+m2x11)*g;
f=m2xg*x1t2 ;
beta=asin(—e/fxsin (alpha))—alpha;
MI=inv ([ a+2+d+2%cxcos (beta) ,d+cxcos (beta );d+cxcos(beta),b]);
A=[zeros (2),eye (2);MIx(fxcos(alphat+beta)xones(2)+excos(alpha)*[1,0;0,0]),zeros (.
B=[0;0;MI(:,2)];
end

Od teraz, rozwazymy stabilizacje potozenia réwnowagi a = 0, 5 = 0.

64. Skonstruuj optymalny regulator liniowo-kwadratowy dla uktadu przy warunku ze koszt sygnatu sterujacego
i koszt odchylenia sa rowne.

65. Skonstruuj obserwator dla uktadu. Tak dobierz macierz wzmocnienia, by w.wlasne macierzy wzmocnienia
btedu zbieznosci byly trzy razy wigksze (co do wartosci bezwzglednej) od w.wlasnych ukladu wyregulowanego.
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66. Zasymuluj dynamike regulowanego ukladu w przypadku podania na wymuszenie szumu. (momenty w obu
przegubach).

67. Dobierz regulator PID dla uktadu. Zasymuluj dynamike w obecnosci szumow jak w poprzednim zadaniu.

68. Do tej pory zakladaliSmy zZe stala czasowa silnika jest mala w porownaniu ze stalymi czasowymi uktadu i
traktowalismy silnik jako uklad proporcjonalny. Zmodyfikuj opis na przypadek, gdy silnik traktujemy bardziej
realistycznie, jako uklad inercyjny pierwszego rzedu (tylko stala elektromagnetyczna - wejsciem jest napiecie a
wyjsciem jest moment). Przyjmij Temqy = 10ms.

69. Zbuduj w symulinku model nieliniowy uktadu. Zastosuj do niego znaleziony regulator i przeprowadz symu-
lacje dla réznych wartosci szumul.

Rozwazanym ukladem jest odwrécone wahadto fizyczne na wozku. Oznaczenia:

e m,, - masa wozka, m - masa wahadta, M = m, + m - masa caltkowita

e [ - odlegtos¢ srodka ciezkosci od punktu zaczepienia

e [y - moment bezwladnosci wzgl srodka cigzkosci, I - moment bezwtadnosci wzgl punktu zaczepienia.

e 1 - potozenie wozka, ¢ - kat ktory wahadto fizyczne tworzy z pionem.

Wyprowadzenie réwnan wahadla podwdjnego

Potozenia srodka ciezkosci wahadta: Lagrangian uktadu:
Tse =Ising+wz,  yse=1lcos¢g £ = SMi? + S1§ + mlid cos ¢ — myl cos

Predkosci srodka ciezkosci wahadta: ) )
Roéwnania Eulera-Lagrange’a:

Tge = lcOS P+ x, Yse = —lsine

d
—0;L — 0, L =
Energia kinetyczna catego uktadu: .t .
M# + ml cos ¢pp — misin ¢pp* = 0
| 1. . d
B, = ~Mi? 4+ ZI1¢* L — —
p=gMit+ o ¢+ mlzgcos ¢ “ %aqb/:’ 0L =
(energia srodka ciezkosci wahadla, energia ruchu ob- 1§ +mli cos g —mglsing = 0

rotowego wahadta, energia kinetyczna wozka)

Energia potencialna ukladu: Wejsciem uktadu jest sita F' dziatajaca na wozek. Za-

stepujemy nig 0 po prawej stronie pierwszego rowna-

E, = mglcos¢ nias
. N . N 2
(liczona z poziomu zaczepienia wahadta, wozek ma Mi + ml cos g¢ — mlsin g™ = F
caly czas zerowa energie potencjalna) 1o+ mlzcosp —mglsing =0

70. Zapisz rownanie w postaci macierzowej:




Odp:

B M mlcos¢ B : P?
M_lmlcosgb 7 ], V—mlsm¢[g]

71. Przerzuc¢ macierz M na druga strone i zredukuj rownanie do I rzedu

Odp: Wprowadzajac w = é, v = i:

T v 0

6| _ “ 0

o i sin & I —ml cos ¢ w? + ) I F
o MI=(m)? o5 | —ml cos ¢ M g MI=(mi)?cos? 6 | —m] cos ¢

72. Znajdz polozenia rownowagi dla uktadu

73. Zlinearyzuj uklad wokot niestabilnego potozenia réwnowagi

Odp:
00 10 0
00 0 1 1 0
A= mig 0 —ml 00 |’ BiMI—(ml)2 I
MI-(mD? | 0 M 0 0 —ml

74. Znajdz wartosci wlasne zlinearyzowanego uktadu.

75. Wyznacz indeks sterowalnosci

Filtr Kalmana

76. Zdefiniuj probke o rozmiarze 10 000 z rozkladem normalnym o wartosci oczekiwanej 5 i wariancji 4, a
nastepnie wykresl ja w Matlabie za pomoca funkcji hist.

77. Wyznacz druga probke o tym samym rozkladzie i oblicz jej macierze korelacji i kowariancji (polecenia cov
i corrcoef)

78. Skonstruuj druga probke tak, by byla skorelowana z pierwsza i wyznacz macierze kowariancji i korelacji.

Bedziemy rozwaza¢ dyskretny uktad bez przenoszenia dany rownaniami stanu:

Tpy1 = Axy + Buy + vy
yr = Caxp + wy

v 1 wg to gaussowskie szumy biate (wartosci w réznych probkach sa nieskorelowane) o wariancjach R, i R,,.
Obserwator stanu dany jest rOwnaniem:

Tpr1 = ATy + Buy + H(yp — CTy)
a dynamika uchybu estymaty:
exr1 = Fep + Hw, — vy, gdzie F=A— HC.
Obliczamy macierz kowariancji Pyy1 = E(egi1€ef ).
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79. Pokaz, ze P,y = FP,FT + R, + HR,H”. Co si¢ stalo z pozostatymi szesciona skladnikami sumy?
80. Pokaz, ze wprowadzajac oznaczenie R, = R,, + CP,CT mozemy zapisa¢ powyzszy wzér jako:

Ppi1 = APAT + R, + (H — AP,CTR; ) R.(H — AP, C"R; N — (AP,CT R, )R.(AP.CTR; )T
Jaki wybdr macierzy H minimalizuje wariancje Pyy17 (uzasadnij odpowiedz)
Jak przy takim wyborze wyglada wzér na Pj17

81. Wprowadzamy oznaczenie My = P,CTR;'. Niech Iy; oznacza estymate x w chwili k gdy znane sa pomiary
y do j-tego wlacznie. Pokaz, ze uaktualnienie estymaty w k-tym kroku mozna zrealizowac¢ w dwoch krokach:

® Tppp = Thjp—1 + Mi(yp — CTpjp—1) uaktualnienie pomiaréw

® Tipik = ATy + Buy aktualizacja czasu

82. Podobnie, niech Py; oznacza macierz kowariancji Iy);. Pokaz, ze uaktualnienie estymaty w k-tym kroku
mozna zrealizowa¢ w dwoch krokach:

e Py = Pyp—1 — MyR.M} uaktualnienie pomiaréw

o Pk = APk|kAT + R, aktualizacja czasu

Powyzsze wyniki prowadza do nastepujacego algorytmu wyznaczania kolejnej wartosci estymaty wektora
stanu:
Uaktualnienie pomiaru:

e R.(k) =Ry, + CPyj_1CT

o My = Py—1CTR; (k)

® Ty = Tph—1 + My(yr — CZpp—1)

b Pk|k = Pk\kfl - MkRe(k)MkT = Pk|k71 - MkC’Pkucq

Aktualizacja czasu:
[ ] Pk+1|k = APk|kAT + Ry

® I = ATy + Buy

83. Zaimplementuj w matlabie dyskretny stabilny uklad dynamiczny (SISO, 3 zmienne stanu) podlegajacy
dziataniu Gaussowskiego szumu procesu I pomiaru. Zasymuluj dzialanie ukladu bez wymuszenia i zapisz do
zmiennej przebieg wyjsciowy.

84. Dla znalezionego przebiegu wyjsciowego zrealizuj przy pomocy petli for filtr Kalmana. Nanies na jednym
wykresie przebieg wyjsciowy i przebieg estymaty. Oblicz kowariancje wyjscia uktadu i kowariancje wyjscia filtru.

85. Zaimplementuj w matlabie dyskretny stabilny uklad dynamiczny (2 wejscia, 2 wyjscia, 3 zmienne stanu)
podlegajacy dziatlaniu Gaussowskiego szumu procesu i pomiaru. Zasymuluj dzialanie ukladu bez wymuszenia
i zapisz do zmiennej przebieg wyjsciowy. Dla znalezionego przebiegu wyjsciowego zrealizuj przy pomocy petli
for filtr Kalmana. Oblicz macierz kowariancji dla wyjscia ukladu i dla estymaty. Poréwnaj ich widma.

W przypadku, gdy kowariancje szumow nie zmieniaja sie w czasie, macierz kowariancji uchybu estymaty
bedzie si¢ stabilizowata do wartosci P = limy_.., P, ktéra mozna obliczy¢ z réwnania Riccatiego:

P = APAT + R, — (APCT)(R, + CPCT)~Y(APCT)T

Dla zadanego uktadu dynamicznego i kowariancji szumdw, funkcja kalman zwraca obserwator, funkcje wzmoc-
nienia wektora innowacji i macierz P.

86. Dla powyzszego ukladu znajdz filtr Kalmana. Zrealizuj zaszumiony uklad wraz z filtrem w Simulinku i
porownaj wyjscie i estymate.
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