1 Kombinatoryka

1. Na ile sposobéw mozna wtozy¢ k kulek do n przegrodek, jezeli:
e W jednej przegrédce moze byé¢ najwyzej jedna kulka

e W jednej przegrodce moze byé¢ dowolna ilosé kulek

2. Udowodnij wlasnosci trojkata Pascala:

e symetrycznosc: e Suma elementéw w wierszu z naprzemiennymi
znakami wynosi 0

()= $r(r) -

e wartos$¢ elementu jest réwna sumie elementow

nad nim: °
n n -
n n n+1 Z k ( k) = n2"!
_|_ g k=0
k k+1 k+1
[ ]
e suma elementow w n-tym wierszu jest réwna Z(_l)kk <n> =0
2™ (wierzchotek tréjkata to wiersz 0) k=0 k

3. Wérdd funkeji f: {—5,-2,0,2,5} — {—5,—-2,0,2,5} ile jest funkc;ji:

e wszystkich o doktadnie dwoch miejscach zerowych

e malejacych o doktadnie k& miejscach zerowych

e rosnacych e parzystych

e o warto$ciach ujemnych e nieparzystych

e o wartosciach dodatnich e rosnacych

e 0 wartosciach nieujemnych e malejacych

e o0 wartosciach niedodatnich e statych

e roznowarto$ciowych e niemalejacych

e roznowarto$ciowych o wyrazach ujemnych e nierosngcych

e bez miejsc zerowych e niemalejacych o wyrazach dodatnich

e 0 doktadnie jednych miejscu zerowym e niemalejacych o wyrazach nieujemnych
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Udowodni¢ rachunkowo, ze suma ilosci funkcji z zadania poprzedniego o doktadnie k£ miejscach zerowych
dla k € {0,...k} jest rowna sumie wszystkich funkcji.

Jaki jest wymiar przestrzeni wielomianéw (nad pierécieniem przemiennym, np. R, C):

e n-tego stopnia jednej zmiennej e jednorodnych 3-go stopnia trzech zmiennych
e 3-go stopnia dwdch zmiennych e jednorodnych n-go stopnia k zmiennych
e jednorodnych 3-go stopnia dwo6ch zmiennych e wszystkich n-go stopnia k& zmiennych

Ile jest réznych rozwigzan réwnania xq + x9 + x3 + x4 = 25 w zbiorze liczb naturalnych?

Ile jest mozliwych podziatéw na dwie czesci zbioru n kul czerwonych i n kul czarnych? Zadanie rozwiazaé
dwoma sposobami i udowodnié¢ ich réwnos¢:

")’ 2n
=) ()
2 Klasyczna teoria prawdopodobienstwa

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sadzajac przy okraglym stole 3 mezczyzn i 3 kobiety, nie siada przy
sobie osoby tej samej ptci?

W urnie sa 4 kule czarne i 2 biate. Losujemy dwie kule bez zwracania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wylosujemy dwie kule:

e tego samego koloru e dwoch roznych koloréow

Sposrod 52 kart w tali wylosowano 13. Jakie jest prawdopodobienstwo:

e Otrzymania wszystkich wartosci e 5 pikéw, 4 kierow, 3 trefli i 1 karo

e Otrzymania wszystkich koloréw e doktadnie 5 pikow

W goérskim schronisku sg 3 pokoje - 4,3 i 2 osobowy. Do pustego schroniska trafia grupa turystéw i zajmuje
miejsca losowo. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden pokdj pozostanie wolny?

Losujemy prostokat, ktérego wierzchotkami sa punkty kraty {1,...n} x {1,...m}, o bokach réwnolegtych
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do osi kraty. Jakie jest prawdopodobientwo, ze bedzie on kwadratem?
Wskazéwka: Liczba kwadratow o boku k i bokach réwnolegtych do osi kraty jest réwna (n — k)(m — k)

Losujemy kwadrat, ktérego wierzchotkami sg punkty kraty {1,...n} x {1,...m}. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze jego boki beda réwnolegte do osi kraty?

Wskazéwka: Tlos¢ kwadratéw wpisanych w kwadrat o boku k i osiach réwnoleglych do osi kraty wynosi
k.

Losujac bez zwracania kolejne litery ze zbioru AAAEKMMTTY , jakie jest prawdopodobienstwo utozenia
stowa:

e MATEMATYKA
e dowolnego zaczynajacego sie¢ na M

e dowolnego zaczynajgcego sie na F

(kazdy ciag znakéw traktujemy jako stowo).

3 Prawdopodobienstwo geometryczne

Kazda z dwéch osob trafia w losowym momencie miedzy 16 i 17 do baru i przebywa tam 20 minut. Jaka
jest szansa, ze sie spotkaja?

Z przedziatu [0, 1] wybrano dwa punkty, ktére podzielity go na trzy odcinki. Jakie jest prawdopodobiefistwo,
ze da si¢ z nich skonstruowac trojkat?

Na odcinku [0, 1] umieszczono losowo punkty L i M. Jaka jest szansa, ze:

e Srodek odcinka LM nalezy do odcinka [0, 1/3]? e L jest blizej M niz zera?

Na nieskonczong szachownice o boku a rzuca sie monete o Srednicy 2r < a. Jakie jest prawdopodobienistwo,
ze :

e moneta spadnie na tylko jedno pole e moneta spadnie na obszar trzech pol

e moneta spadnie na obszar dwoch pol e moneta spadnie na obszar czterech pol

Rozwiaza¢ powyzsze zadanie dla monety o srednicy a < 2r < 2a. Jakie sa mozliwe wyniki liczby pol w
obszarze monety? Jak wyglada rozbicie przestrzeni zdarzen na podzbiory odpowiadajace réznym wynikom?

Rozwiaza¢ powyzsze zadanie dla szachownicy prostokatnej a < 2r < b.

Na krate prostopadtych réwnoodlegtych o a (odlegtosé miedzy srodami linii) linii grubosci ¢ rzucono monete
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o promieniu r < a — c¢. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze moneta nie spadnie na linie?

Igte dhugosci [ rzucono na podtoge z desek o szerokosci a > [. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze igta
przetnie ktorg$ krawedz deski?

Igte dtugosci [ rzucono na podloge z desek o szerokosci a = /2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze igla
przetnie: 0, 1, 2 krawedzie deski?

Na podtoge z desek o szerokosci a rzucono igte dtugosci | = 3.5a. Narysuj w przestrzeni probabilistyczne;j
zbiory odpowiadajace réznym wynikom liczby przecieé igty z krawedziami podtogi.

Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo liczbe. Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze bedzie to liczba wymierna?

4 Niezalezno$¢ zdarzen i schemat Bernoulliego

W urnie sa cztery kule: czerwona, zielona, niebieska i czerwono-zielono-niebieska. Rozpatrujemy 3 zdarzenia
polegajace na wyciagnieciu kuli zawierajacej okreslony kolor. Czy zadarzenia sa:

e niezalezne parami e niezalezne

Rzucono 10 razy kostka. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania:
e 6 oczek co najmniej raz e wszystkich wynikéw nieparzystych

e 5 oczek doktadnie 3 razy e doktadnie 4 wynikow nieparzystych

Rzucamy n razy dwiema kostkami. Dla jakiego n prawdopodobienistwo uzyskania co najmniej raz parzyste;j
liczby na obu kostkach przekroczy 3/47

Dwie osoby rzucaja 10 razy symetryczng moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania przez nie tej
samej liczby ortow.

Zeby oszacowaé populacje okonia w jeziorze (wazne by nie byla to ryba osiadla, jak np. szczupak), do-
konano potowu siecia, w kérym ztapano 200 okoni. Wszystkie je oznaczono i wypuszczono. Po czasie do-
statecznie dlugim by okonie w jeziorze sie losowo przemieszaly (zakladamy Ze nie tworza trwalych stad),
ponowiono potéw, tym razem wedka, w ktorym za kazdym razem sprawdzano, czy okon byt oznaczony i
go wypuszczano. Ztapano 100 okoni, z czego 8 bylo oznaczonych.

e Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba okoni w jeziorze?

e Jaka problem napotkalibysmy, gdybysmy drugi potow wykonali siecia, lub nie wypuszczali z powro-
tem zlapanych ryb? (pomijamy kwestie prawne)
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Czastka porusza si¢ po kracie catkowitoliczbowej. W kazdej sekundzie wykonuje skok o 1 na x i o 1 na y.
Skok z réwnym prawdopodobienstwem zmniejsza i zwieksza wspotrzedna. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze czastka w n-tej sekundzie znajdzie sie na wspoétrzednej (n, k)?

Czastka porusza sie po kracie catkowitoliczbowej. W kazdej sekundzie wykonuje skok o 1 na xz i o 1 na y.
Skok z prawdopodobienstwem 1/3 zmniejsza, a z prawdopodobiefistwem 2/3 zwieksza wspotrzedna. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze czastka w n-tej sekundzie znajdzie sie na wspoétrzednej (n, k)?

Czastka porusza sie po kracie catkowitoliczbowej. W kazdej sekundzie wykonuje skok o 1 na x lub o 1 na y.
Skok z réwnym prawdopodobienstwem zmniejsza i zwieksza wspotrzedng. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze czastka w n-tej sekundzie znajdzie sie na wspoétrzednej (n, k)?

Banacha o zapatkach Pewien matematyk nosi w kieszeni lewej i prawej pudetko zapatek. Jak chce zapali¢
papierosa siega z rownym prawdopodobienstwem do jednej kieszeni i wykorzystuje zapatke z pudetka. W
chwili poczatkowej ma N zapatek w obu pudetkach. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

e przy n-tym papierosie wyciagnie puste pudetko

e ody wyciggnie puste pudetko, w drugim bedzie k zapatek?

5 Prawdopodobienstwo warunkowe

Na nieskonczong szachownice o boku a rzuca sie monete o $rednicy 2r < a. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze moneta spadnie na obszar 4 pél, pod warunkiem ze przecina przynajmniej dwie krawedzie szachownicy?

Rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na zadnej kostce nie wypadnie szostka,
jezeli na kazdej kostce wypadta inna liczba oczek? Czy niewyrzucenie szdstki i wyrzucenie innych liczb
oczek sa zdarzeniami niezaleznymi?

Jakie jest prawdopodobienstwo losujac z talii 13 kart wylosowania doktadnie 5 pikow, pod warunkiem, ze
wylosowano przynajmniej jedna karte z kazdego koloru?

Jakie jest prawdopodobienstwo losujac z talii 13 kart wylosowania przynajmniej jednej karty z kazdego
koloru, pod warunkiem, ze wylosowano 5 pikow?

Gracz dostal 13 kart z 52 i po obejrzeniu 8 z nich stwierdzil, ze nie mam asa. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze w ogoble nie ma asa?

W partii brydza przed licytacja gracz widzi, ze nie ma asa.

e Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jego partner ma 2 asy?
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e Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kazdy pozostaty gracz ma przynajmniej jednego asa?

Kiedys w telewizji emitowano nastepujacy teleturniej. W jednej z trzech bramek ukryta bylta nagroda.
Uczestnik wybieral numer bramki, a wtedy prowadzacy odkrywat przed nim jedng z pozostatych dwoch,
ktora byta pusta i pytal, czy uczestnik chce zmieni¢ sw6j wybdr bramki na druga jeszcze nie odstonieta.
Co sie bardziej optaca uczestnikowi? Zmieni¢ sw6j wybor, czy pozostaé przy nim?

(Paradoks Simpsona) W mie$cie A umieralnosé na gruzlice jest wyzsza zaréwno w grupie kobiet jak i
w grupie mezczyzn niz w miescie B. Natomiast umieranos¢ na gruzlice w catej populacji jest wyzsza w
miedcie B. Jak to mozliwe?

Sytuacja jak w zadaniu z okoniami. Jezeli za pierwszym razem ztapano ich 200 i oznaczono, a po czasie na
100 ztapanych 8 byto oznaczonych, jaki jest rozklad prawdopodobiefistwa liczby okoni w jeziorze? (podaé
wzér, nie liczy¢ trudnych sum).

Wsrod 65 monet jest jedna z dwoma ortami. Na wybranej losowo monecie wypadt orzet n razy z rzedzu.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jest to moneta z dwoma ortami?

Podczas klasowki z historii Jan i Pawet siedzieli obok siebie. Mieli przyporzadkowaé¢ dwom datom. Jan
nie znat odpowiedzi i postanowil zapyta¢ Pawla wiedzac, ze w 3 przypadkach na 4 zna on prawidtowa

odpowiedz, ale w 1 przypadku na 4 oszukuje. Co jest lepsze dla Jana - odpowiedzie¢ losowo, czy zapytac
Pawta?

Kroél Artur urzadza turniej rycerski, w ktérym zwyciezca pojedynku przechodzi dalej. Wérdd 2™ uczestni-
kéw jest dwoch braci. Zaktadajac, ze kazdy uczestnik wygrywa pojedynek z prawdopodobienstwem 1/2,
obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze bracia spotkaja sie w pojedynku.

W miescie dzialaja dwie korporacje takséwkowe: Zielone Taxi (85% takséwek) i Niebieskie Taxi (15%
taksowek). Swiadek nocnego wypadku zakoriézonego ucieczka kierowcy zeznal, ze samochéd byl niebieski.
Eksperyment wykazal, ze $wiadek rozpoznaje w tych warunkach kolor poprawnie w 80% przypadkdéw. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze samochdd rzeczywiscie byt niebieski?

(Zauwazmy, ze Swiadek myli sie w obu kierunkach z tym samym prawdopodobienstwem, co jest sytuacja
szczegllna)

Test na chorobe, ktéra dotyka jednego czlowieka na tysigc, daje falszywg pozytywng odpowiedz w 5%
przypadkéw, a odpowiedz negatywna jest zawsze prawdziwa. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba u
ktorej test dal pozytywna odpowiedz jest rzeczywiscie chora?
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6 Wazne rozklady i ich wtasnosci

Dla rozktadu Poissona danego wzorem:

A AF
e sprawdz czy jest to rozklad e oblicz warto$¢ érednig
e oblicz warto$¢ maksymalng e oblicz wariancje

Dla rozktadu geometrycznego danego wzorem:
P(X =k)=(1-p)'p
e sprawdz czy jest to rozktad e oblicz warto$¢ srednig

e oblicz warto$¢ maksymalng e oblicz wariancje

Dla rozktadu jednostajnego na odcinku [a, bl:

e unormuj rozktad e oblicz wariancje

e oblicz wartos¢ srednig e wyznacz dystrybuante

Dla rozktadu tréjkatnego na odcinku [—a, b] o warto$ci maksymalnej w 0:

e unormuj rozktad e oblicz wariancje

e oblicz warto$¢ srednig e wyznacz dystrybuante

Dla rozktadu wyktadniczego danego wzorem:
p(x) = /\e_’\x]l[o,oo)(a:)
e sprawdz czy jest to rozktad e oblicz warto$¢ érednig

e oblicz warto$¢ maksymalng e oblicz wariancje

Dla rozktadu Cauchy’ego danego wzorem:

e wyznacz dystrybuante

oblicz mediang

oblicz medianeg

oblicz mediane

e wyznacz dystrybuante

e oblicz mediane
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e oblicz warto$¢ maksymalng e oblicz wariancje e “oblicz mediane

e oblicz wartos¢ srednig e *wyznacz dystrybuante

7 Rozklady funkcji zmiennej losowej

Bok kwadratu ma rozktad jednostajny na zbiorze {0, ...,5}. Jak wyglada rozklad pola kwadratu?

Pewna wielko$§¢ ma rozktad jednostajny na zbiorze {—2,...,2}. Jak wyglada rozklad jej wartosci bez-
wzgledne;j?

Bok kwadratu ma rozktad jednostajny na odcinku [0, a]. Jak wyglada rozktad pola kwadratu?
Bok kwadratu ma rozktad wyktadniczy z parametem A. Jak wyglada rozktad pola kwadratu?

Bok szescianu ma rozktad wyktadniczy z parametem . Jak wyglada rozktad objetosci i pola powierzchni
bocznej szedcianu?

Automat produkuje kulki, ktérych rozklad promienia jest jednostajny na odcinku [a,b]. Jak wyglada
rozktad ich powierzchni i objetosci?

Automat produkuje kulki, ktérych rozktad objetosci jest jednostajny na odcinku [a, b]. Jak wyglada rozktad
ich promienia i powierzchni?

Jak wyglada rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej, ktorej logarytm ma rozktad normalny N (u, 0?)
?
Odp:

]_ _In ac2—p,
e 202

InN(x) =

2ro

Rozktad ten opisuje m.in. rozmiary narzadow roslin i zwierzat w biologii oraz wielko$¢ miast.
Jak wyglada rozktad potozenia oscylatora harmonicznego o amplitudzie drgan A?

Rozktad potozenia oscylatora harmonicznego o amplitudzie drgan A dany jest wzorem

1
plr) = (A2 — 22)

Jak wyglada rozktad jego energii potencjalnej i kinetycznej?
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8 Sploty rozktadéow

Znajdz splot rozktadu jednostajnego o nosniku [0, 1] z samym soba.

Znajdz splot symetrycznego rozkladu trojkatnego o nosniku [0,2] z rozkltadem jednostajnym o no$niku
[0, 1].

Zmajdz splot dwoch rozktadéw Poissona o $rednich A i p.

Udowodnij, ze splot dwéch rozktadéw normalnych N (0, 1) bedzie rozkladem normalnym N (0, 2).
Udowodnij, ze warto$¢ srednia splotu dwéch rozktadéw jest réwna sumie ich wartosci srednich.
Udowodnij, ze wariancja splotu dwoch rozktadéw jest réwna sumie ich wariancji.

* Wyprowadz wzor na rozktad yxy iloczynu zmiennych losowych X, Y o rozktadach px, ny:

dx

T

() = [ex(@er ()

W tym celu znajdz rozktady logarytméw zmiennych X i Y oraz ich splot. Nastepnie znajdz rozktad
eksponentu otrzymanej zmiennej losowej.

Losujemy punkt w kwadracie [a,b] € [0,1] x [0,1] i tworzymy prostokat o bokach réwnolegtych do bokéw
kwadratu o wierzchotkach [0,0] i [a, b]. Jaki jest rozktad pola prostokata?

Udowodnij, ze rozktad iloczynu n > 1 zmiennych losowych o rozkltadzie jednostajnym na odcinku [0, 1]
dany jest wzorem:
(= In(z))"™

Pl = (n—1)!

Udowodnij, ze iloczyn zmiennych losowych o rozktadzie logarytmicznym normalnym In N (0, 1) jest roz-
ktadem logarytmicznym normalnym In N(0, 2).
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9 Testowanie hipotez

(Weryfikacja hipotezy o wartosci Sredniej w rozkladzie normalnym, gdy o jest znane)
Wiadomo, ze odchylenie standartowe oporu dla opornikow w danym procesie produkcyjnym wynosi 0.2k€).
W celu zweryfikowania hipotezy, ze warto$¢ oczekiwana rezystancji jest rowna wartosci znamionowej,
pobrano préobke 9 opornikéw i otrzymano nastepujace odchylenia od wartosci znamionowej:
k 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9

x[kQ] | -1.810.9 | -1.0 | 45|-3.5[1.9|27|-0.8|-2.0
Zweryfikuj na poziomie istotnosci 0.05 hipoteze, ze wartos¢ Srednia jest rowna wartosci znamionowej,
wobec hipotezy alternatywnej, ze jest rézna.

(Weryfikacja hipotezy o wartosci Sredniej w rozkladzie normalnym, gdy o nie jest znane)
Zatozmy ze dla danych z poprzedniego przyktadu nie znamy odchylenia standartowego. Zweryfikuj na
poziomie istotnosci 0.05 hipoteze, ze warto$é¢ srednia jest réwna warto$ci znamionowej, wobec hipotezy
alternatywnej, ze jest rozna.

Zatozmy ze dla danych z poprzedniego przyktadu nie znamy odchylenia standartowego. Zweryfikuj na
poziomie istotnosci 0.05 hipoteze, ze warto$¢ srednia jest réwna wartosci znamionowej, wobec hipotezy
alternatywnej, ze jest wicksza.

Producent twierdzi, ze $redni czas $wiecenia zaréwki t,,. wynosi 1000 godzin. Aby zweryfikowa¢ hipoteze
"t = 1000” wobec hipotezy alternatywnej, ze "ty # 10007 zmierzono czas dla probki o licznosci 100
i otrzymano t = 995, 02 = 36. Zweryfikuj hipoteze¢ zerowa wobec hipotezy alternatywnej na poziomie
istotnosci a = 0.02.

Producent twierdzi, ze $redni czas $wiecenia zaréwki ts. wynosi 1000 godzin. Aby zweryfikowaé hipoteze
"ts. = 1000” wobec hipotezy alternatywnej, ze "t < 1000” zmierzono czas dla prébki o licznosci 100
i otrzymano t = 995, 02 = 36. Zweryfikuj hipoteze zerows wobec hipotezy alternatywnej na poziomie
istotnosci a = 0.02.

(Weryfikacja hipotezy o warto$ci Sredniej, gdy o nie jest znane, dla probek o duzej licznosci)
Dzienne zuzycie wody przez zaklad przemystowy zostato zmierzone dla 256 dni i otrzymano wyniki & =
102hl, 0% = 64hl. Przetestuj na poziomie istotnogci o = 0.05 hipoteze ze $rednie dzienne zuzycie wody
wynosi 100hl, wobec hipotezy alternatywnej, ze jest wieksze od tej wartosci.

Dzienne zuzycie wody przez zaktad przemystowy zostato zmierzone dla 256 dni i otrzymano wyniki & =
102hl, 0% = 64hl. Przetestuj na poziomie istotnosci o = 0.02 hipoteze ze $rednie dzienne zuzycie wody
wynosi 100hl, wobec hipotezy alternatywnej, ze jest wieksze od tej wartosci.

Na pudetkach zapalek jest napis ”srednio 64 zapatki”. By zweryfikowaé te hipoteze, wobec hipotezy al-
ternatywnej, ze srednia liczba zapatek w pudetku jest rozna od 64, przeliczono zapatki w 100 losowo
wybranych pudetkach i otrzymano z = 66, 0 = 25. Zweryfikuj hipoteze na poziomie istotnosci o = 0.02.
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