Rozwigzania zadan

Zadanie 2.1 Udowodnij, ze w tréjkacie Pascala warto$é elementu jest réwna sumie elementéw nad nim
Rozwigzanie (Mariusz Urbanski):
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Zadanie 2.4 Udowodnij, ze w tréjkacie Pascala suma elementéw w wierszu z naprzemiennymi znakami wynosi 0
Rozwigzanie (Blazej Muszynski):
Wiadomo, ze:

Niech x=1, a y=-1, mamy wowczas:

k=0
Stad:
0" = Z (Z) * 1 % (—l)k
k=0
Zatem:

Zadanie 3 Wsréd funkeji f : {—5,-2,0,2,5} — {—5,—2,0,2,5} ile jest funkcji niemalejacych
Rozwigzanie (Michal Bethke):
Istnieje dokladnie ("*}~") funkeji niemalejacych f: {1,...,n} — {1,...,k}.

Dane: n=5k=5

Podstawiamy wartosci do powyzszego wzoru otrzymujac rozwigzanie:
0 =126

Odpowiedz: Istnieje 126 funkcji niemalejacych.

Dowéd wzoru:

Generujemy ciag skladajacy sie z kropek - oraz separatoréw |.

Algorytm postepowania (funkcja na ciag)
1. zainicjuj zmienng ¢, nadaj jej najmniejszg wartosé
2. ile razy wystepuje ¢, tyle razy napisz -

napisz separator

przejdz do nastepnej wartosci, jesli nie ma kolejnej wartosci zakoncz,

DAl o

wréé do punktu 2.

Algorytm postepowania (ciag na funkcje)



1. zainicjuj zmienng 4, nadaj jej najmniejsza wartos¢
2. ile kropek wystepuje przed pierwszym separatorem, tyle wartosci ¢ - wpisz do kolejnych pustych pol tabeli
3. odrzué ciag poczatkowych kropek i separator, i = kolejna wartos¢, jesli nie ma kolejnej wartosci zakoncz,

4. wr6¢ do punktu 1.

z|-5]-2]0]2]5
y|-5[-2]0[2]5

Patrzac na powyzsze algorytmy wygenerujemy przykladowy ciag, ktory bedzie ta funkcj¢ reprezentowal: A1
Jest to tylko przyktadowy ciag, jednak KAZDA funkcja niemalejaca moze zosta¢ w taki sposob przedstawiona.

Przyktad: Zdefiniujmy funkcje:

Funkcja przeksztalcajaca F jest bijekcja (czyli funkcja jednoznacznie okreslona), poniewaz istnieje funkcja odwrotna
F~!. Bijektywno$é wynika z konstrukcji powyzszego algorytmu - mozemy przeksztalcié funkcje na ciag oraz ciag na
funkcje. Z tego z kolei wynika réwnosé liczby elementéw w zbiorach funkcji niemalejacych i ciggow.

Pozostaje nam tylko wyliczy¢ ile mamy kombinacji kropek i separatoréw. Patrzac na sama reprezentacje ciagu
widad, ze jest on jednoznacznie okreslony przez k — 1 elementowy podzbiér zbioru n + k — 1 elementowego (podzbiér
pozycji, na ktérych stoja separatory).

n+k—1

Whiosek: Istnieje wiec ( p ) takich ciagéw co jest jednoznaczne z ("Jrffl).

n—1

Zadanie 15 Kazda z dwoch osob trafia w losowym momencie miedzy 16 i 17 do baru i przebywa tam 20 minut.
Jaka jest szansa, ze sie spotkaja?
Rozwigzanie (Mariusz Urbanski):
Jest to typowe zadanie na prawdopodobienstwo geometryczne. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
x - minuta w ktéej zjawia sie¢ w barze pierwsza osoba, czyli x € [0, 60], dalej y - minuta pojawienia sie drugiej osoby,
czyliy € [0,60].
Przestrzen zdarzen elementarnych:

Q={(z,y) : R? : 0<2<60,0<z<60} (1)

Zdarzenie nam sprzyjajace, polega na tym, ze maja sie spotkaé (kazda osoba przebywa 20 minut), wiec réznica w
minutach wejscia tych oséb musi spelnia¢ warunek:

|z —y| < 20. (2)
Uwzgledniajac powyzszy warunek otrzymujemy zbiér opisujacy nasze zdarzenie elementarne:
A={(z,y) : R* : 0<x<60,0<z<60,|zr—y| <20}, (3)

lub inaczej:
A={(z,y) : R : 0<2<60,0<2<60, 1—y<20 A 2 —y>—20} (4)

(40,60)

(60,40)

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest wigc zadane wzorem:

. 4040 _
P(A):GO*GO 2% =5 :3600—1600:20002§
60 * 60 3600 3600 9




Zadanie 18 Na nieskonczona szachownice o boku a rzuca sie monete o $rednicy 2r < a. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze moneta spadnie na obszar trzech pol?
Rozwigzanie (Tomasz Wrzesinski):

1052

01

Rozwazamy na poczatku sytuacje skonczonej szachownicy wymiaru 2 X 2, umieszczonej w kartezjanskim ukladzie
wspOlrzednych (pdzniej przejdziemy do sytuacji szachownicy nieskoficzonej).

Analizujac jeden wierzcholek kwadratu szachownicy:
1) srodki kél, ktére obejmuja 3 lub 4 pola naleza do kwadratu o boku r, z jednym z wierzcholkéw pokrywajacych sie
z analizowanym wierzcholkiem,
2) $rodki két obejmujacych 4 pola naleza do éwieréokregu o promieniu r i $rodku w analizowanym wierzchotku,
3) obszar, wktérym leza srodki két obejmujacych dokladnie 3 kwadraty to réznica punktu 11 2

Zilustrujemy teraz powyzsze warunki.

Na rysunku otrzymujemy obszar (zaznaczony na czarno) na ktérym musi znajdowaé sie érodek monety, aby spelnié
warunki zadania. Pole tego obszaru to réznica pola kwadratu o boku r oraz i pola kola o promieniu r:



Na szachownicy 2 x 2 mozemy znalezé 4 takie obszary. Zatem prawdopodobienistwo upadku naszej monety na sza-
chownice o calkowitej powierzchni (2a)?, mozemy obliczy¢ nastepujaco:

7'2—ﬁ —7)r?
p2><2 - 4( (20,)3 ) - (44(12)

Tak jest w przypadku szachownicy 2 x 2, a co gdy mamy szachownice 3 X 3, 4 x 4, n X n lub jak w naszym przyktadzie
szachownica jest nieskonczona?

Farmrn
hld hld bl
FAF™ F™
b4 hld bl d
ryrnrn
b4 b4 hld

Jak sie okazuje jest to bardzo proste i tak dla szachownicy 3 x 3 mamy 16 takich pdl, dla szachownicy 4 x 4 jest
ich 36, a dla n x n jest ich 4n? — 8n + 4.

wymiar | ilo$¢ czarnych obszaréw
2142-1)(2-1)
314B3-1)(3-1)

4144-1D4-1)

n | 4n—1)n—-1)

Obliczmy teraz prawdopodobienstwo dla szachownicy o wymiarze n X n

Prsn = 4n — 12(Cm) = 402 =m)® _ (not o Gmir?)

(na)? n? 4a? a?

W przypadku nieskoniczonej szachownicy nalezy przyjaé, ze n — oo zatem liczymy granice:

: n— —m)r? —m)r? . n—1 —7m)r?
Poo = llmnﬂoo(”Tl)Q((‘* aZ) ) = ((4 a2) )nh—>H:>lo( - )2 _ a2)
N———— ™
—1



Zadanie 19.4 Na nieskonczona szachownice o boku a rzuca sie monete o Srednicy r € (\%, a). Jakie sa mozliwe
wyniki liczby pdél w obszarze monety? Jak wyglada rozbicie przestrzeni zdarzen na podzbiory odpowiadajace réznym
wynikom?

Rowigzanie (Blazej Muszynski):

Kolory odpowiadajace liczbom pokrytych pél szachownicy:
Zolty - 4 przykryte pola szachownicy
Zielony - 5 przykrytych pél szachownicy
Niebieski - 6 przykrytych pol szachownicy
Czerwony - 7 przykrytych pdl szachownicy
Blekitny - 8 przykrytych pdl szachownicy
Roézowy - 9 przykrytych pdl szachownicy
Jezeli przyjmiemy, ze r € (a/ V2, a) to moneta spadajac na dany obszar oznaczony "x” bedzie zajmowaé nastepujace
pola




Zadanie 23 Igle dlugosci [ rzucono na podloge z desek o szerokosci a = /2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
igla przetnie: 0, 1, 2 krawedzie deski?
Rozwigzanie (Krzysztof Mazurowski):
Przestrzen zdarzen elementarnych, oznaczana tradycyjnie grecka litera 2, jest jednym z podstawowych pojeé rachun-
ku prawdopodobienstwa. Zbiér zdarzen elementarnych jest zbiorem wszystkich mozliwych wynikéow eksperymentu
losowego lub préby losowej.W tym przypadku przestrzenig zdarzen zawiera nieskonczenie wiele elementow.

Teraz na rysunku zaprezentuje przyktadowy rzut igla wraz z warunkami na przeciecie krawedzi.



| /\wm

d—z> ésina
z > ésina
ésina <z<d-— %sinoz

Powyzej mam przedstawione warunki zeby igla przecigta jedng lub dwie krawedzie na podstawie rysunku ktéry
jest widoczny powyzej.Jesli nie jest spelniony ktéorykolwiek z warunkéw to igla nie przetnie zadnej krawedzi, jesli jest
spelniony jeden warunek igla przetnie jedng krawedz. Natomiast jesli sg spelnione obydwa warunki igla przetnie dwie
krawedzie.

Dzigki powyzszym warunkom moge stwierdzi¢ jak rozbija sie przestrzen zdarzen. Rozbija sie ona na obszary ze
wzgledu na ilo$¢ przecietych krawedzi podlogi przez igte. Przedstawia to rysunek ponizej.

1/2a + [

90°

gdzie:



0-oznacza pole gdy igta nie przecina zadnej krawedzi

1- oznacza pole gdy igla przecina jedna krawedz

2- oznacza pole gdy igla przecina dwie krawedzie

Granice miedzy obszarami réznych przecieé¢ wygladaja w ten sposéb poniewaz: im blizej srodek igly upadnie érodka
deski i blizej bedzie utworzenia kata prostego z krawedzia deski tym wigksze jest prawdopodobiefnistwo ze iglta przetnie
dwie krawedzi. Na wykresie przedstawione sa dwie linie poniewaz reprezentuja one konce igty.

Przyjmijmy ze losowy kat jest w przedziale [0,7] wtedy:

fz)= 1 dla z¢€0,d], fla) = 2 dla «el0, z}, flz,a) = —
d T 2
gdzie:
z - jest to odleglos¢ srodka igly od najblizszej krawedzi w dot
« - jest to kat wyznaczony przez igle i krawedZ miedzy deskami
f(a) - jest to rozklad prawdopodobienstwa kata z jakim upada igta na podloge
f(z) - jest to rozklad prawdopodobiefstwa polozenia igly na podlodze
f(z,) - jest to laczny rozklad prawdopodobienstwa kata i polozenia
Dochodze do wniosku ze rozklad jest jednostajny w prostokacie co jest wazne. Funkcja rozkladu w rozkladnie
jednostajnym w prostokacie zachodzi w caltym nosniku rozkladu, natomiast gestos¢ prawdopodobienistwa w przedziale
[0, 2] jest stala a poza nim wynosi zero!!

Nastepnie przechodze do obliczen pdl obszaréw ktére sa znaczone na drugim rysunku a pézniej oblicze prawdopo-
dobienstwa.

Obliczam pola obszaréw:
1.Pole obszaru oznaczonego na wykresie 0

P(Ay) = %d - 2/06 dsinada =

™

3 .l
=Tq- 2d/ sinada = %d — 2d[—cosa]§ =
0

6
7r ™ T V3
= Ed - 2d[—cosg — (—cos0)] = 6d - 2d(—7 —(-1) =
T
= gd+dv3—2d

2.Pole obszaru oznaczonego na wykresie 1

™
2

P(Ay) = 2(/6 dsinada +/ (d — dsina)da) =
0 ™

6

™

= 2(d/6 sinado + /2 (d)da — /2 (dsina)da) =
0 s Ed

6 6
= 2(d[—cosa]0% + [da]% - d[—cos]%) =
V3 dm dmw dv/3
@- - -0+ (5 - T -5
—9(d— d\/§+3d7r—d7r B d\/g):
2 6 2
2
=2d — 2dV3 + dzm
3.Pole obszaru oznaczonego na wykresie 2
2 1
P(As) = / dsinada — §P(A1) =
0
d[fcos]og —(d—dvV3+ M) =

6
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Obliczam prawdopodobienstwa ze igla przetnie lub nie przetnie krawedzi:
1.Prawdopodobienistwo ze igla nie przetnie krawedzi

_ P(4)
Po P(Q)
Td+dy3—2d 2 7
=6 - " — Z(Zd+dV3-2d) =
wd V3 441 2/E-d
" 6md wd xd 3 T
po = 0,17

2.Prawdopodobienstwo ze igla przetnie jedna krawedz

_ P(4y)
D1 P(Q)
2d — 2dy/3 + 2dr—dx 9 dr — d
pr= \C;r R RN S i
zd wd 3
_g_4d\/§+3 md(3—-1)
T nd wd 7d 3 o
4—4vV3 4
_4-4v3 4
™ 3
p1z0,40

3.Prawdopodobienstwo ze iglta przetnie dwie krawedzie

_ P(49)
D2 P(Q)
d\/g—w 2 3dm — dm
= = — d —_ ) =
P2 %d 7rd( V3 6 )
_2V3 2 wd(B-1)
 wmd  wd 6 B
_2v3 1
oo 3
p2%0,43

Zadanie 26 W urnie sg cztery kule: czerwona, zielona, niebieska i czerwono-zielono-niebieska. Rozpatrujemy 3
zdarzenia polegajace na wyciagnieciu kuli zawierajacej okreslony kolor. Czy zdarzenia sa:
- niezalezne parami
- niezalezne?
Rozwigzanie (Mariusz Urbanski):
a) Kule losujemy niezaleznie wiec kazda z nich mozemy wyciagnaci z prawdopodobiefiswem i. Pytanie co to znaczy,
ze wylosowaliSmy kule czerwona? Méwiac krétko: wyciagneliSmy czerwona lub ’kolorowa’, wiec prawdopodobienstwo
wyciagniecia kuli czerwonej wynosi:

P(Cz) =~ + % =z (6)



Podobnie dla kuli zielonej i niebieskiej:

1 1
P(N) = 5 oraz P(Z) = 7 (7)
Sprawdzmy teraz czy sg niezalezne parami:
P(CznZ)=P(Cz)x P(Z), (8)

gdzie P(CzNZ), jest prawdopodobiefistwem wyciagniecia kuli czerwonej i zielonej, wiec kuli ’kolorowej’, wiec P(CzN

Z) = %. Ale ze wzoréw (6) i (7) wiemy, ze:

P(Cz)=- oraz P(2)= %/ (9)
wigc wzér (8) jest spelniony, gdyz:
P(CzNn2) =P(C’z)*P(Z),i = %*% (10)
Podobnie dowodzimy P(Cz N N) oraz P(N N Z). Wniosek: zdarzenia s parami niezalezne!
Teraz niezaleznos¢ grupowa. Musimy sprawdzié¢ czy spelniony jest wzor:
P(CzNZNN)=P(Cz)«P(Z)*P(N) (11)
Odpowiedz na to pytanie brzmi: NIE!!! gdzyz:
1 1 1 1
173%%%y (12)

Zadanie 29 Dwie osoby rzucaja 10 razy symetryczna moneta. Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania przez nie
tej samej liczby ortéw?
Rozwigzanie (Krzysztof Mallek):
Q- liczba wszystkich mozliwych zdarzen
A - liczba zdarzen sprzyjajacych
p(A) - prawdopodobienstwo

W kazdym rzucie sg mozliwe dwa wyniki, rzutéow jest 10 a serii rzutéw dwie wiec:
Q= (219)2
Liczba zdarzen sprzyjajacych A wynosi:
_ 10 /10\y2
A=3hmol((%)
Prawdopodobieostwo wynosi:

p(A) = llcozo(((lko))(%)w)2 = llcozo((%w)(lig))Q = (%)20 Ilcon (lko) (mlgk) = (%)20(10;010) = (%)20(38) = (1108448755766) ~
0.176197052

Rozwazamy problem jako ciag 20 rzutéw, gdzie orzel jednej osoby i reszka u drugiej traktujemy jako suckes. Jezeli
liczba ortéw jest rowna to liczba sukceséw wynosi 10. Nasze dane podstawiam do wzoru na prawdopodobienstwo
k-sukcesow w schemacie Bernoulliego.

Pu(k) = (})prq"*

k - liczba sukceséw

n - liczba rzutéw

p - prawdopodobienstwo sukcesu
g - prawdopodobienstwo sukcesu

10



P, (10) = (30)(3)10(3)20-10 = (30)(3)% ~ 0.176197052

Zadanie 35 Na nieskonczona szachownice o boku a rzuca si¢ monete o $rednicy 2r < a. Jakie jest prawdopodo-
bienistwo, ze moneta spadnie na obszar 4 pél, pod warunkiem ze przecina przynajmniej dwie krawedzie szachownicy?
Rozwigzanie (Rafal Molenda):

Na samym poczatku warto rozwazy¢ mozliwosci, jak ta moneta moze upasé na szachownice. Oczywiscie takich potozen
w przestrzeni jest nieskonczenie wiele, wiec postuzy¢ sie tu trzeba prawdopodobienstwem geometrycznym.
Pierwszy problem: Jak zalezy ilo$¢ pél, ktore zajmuje moneta od ilosci przecigtych krawedzi?

Moneta nie przecina krawedzi - wynika z tego, ze zajmuje jedno pole

Moneta przecina jedng krawedz - zajmuje dwa pola
e Moneta przecina 2 krawedzie - zajmuje 3 pola

e Moneta przecina 4 krawedzie - zajmuje 4 pola

Nas interesuje przypadek, gdzie moneta zajmuje 4 pola.
Teraz nalezaloby okredli¢ pole pojedynczego kwadratu na szachownicy: zaktadajac, ze jest to kwadrat o boku a:

Pk’wad'r'utu = Cl2
Kolejna kwestia to pole monety. Zaktadajac, ze jej promien to r:
Pmonety = 7T’I"2

Nalezy rozwazy¢ jak wyglada pole poszczegdlnych czesci jednego kwadratu szachownicy, gdyz to wlasnie od nich
zaleze¢ bedzie prawdopodobienstwo:

11



Schemat przedstawia zaleznosc polozenia monety od ilosci zajmowanych pél.
e 4 (czerwone pole) - moneta zajmuje 4 pola

e 3 (zielone pole) - moneta zajmuje 3 pola

e 2 (z6lte pole) - moneta zajmuje 2 pola

(
(
(
e 1 (niebieskie pole) - moneta zajmuje 1 pole

Nalezy teraz skorzysta¢ z definicji prawdopodobienstwa warunkowego:

P(ANB)

PAIB) = =55

oraz

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)

Przyjmijmy oznaczenia:

P(A) - moneta lezy na 4 polach

P(B) - moneta przecina co najmniej 2 krawedzie

P(A N B) - moneta lezy na 4 polach i przecina co najmniej 2 krawedzie = P(A), bo moneta lezaca na 4 polach
musi przecia¢ 3 krawedzie, wiec czesé wspdlna zbioréw AN B = A

Korzystajac z przedstawionego schematu mozna wyliczy¢:

P(ANB) = P(A) = %
PB)= T
P(A|B) = §

Zadanie 42 (Paradoks Simpsona) W miedcie A umieralno$é na gruzlice jest wyzsza zaréwno w grupie kobiet
jak i w grupie mezczyzn niz w miescie B. Natomiast umierano$¢ na gruzlice w calej populacji jest wyzsza w miescie
B. Jak to mozliwe?

Rozwigzanie (Dominik Kwiatkowski):

Paradoks Simpsona jest paradoksem statystycznym opisanym przez E. H. Simpsona w 1951 roku. Polega on na tym,
ze efekt dzialania kilku grup wydaje sie by¢ odwrécony, kiedy grupy sa polaczone. Ten pozornie niemozliwy efekt
niespodziewanie pojawia sie w naukach spolecznych i statystyce zwigzanej z medycyna, kiedy zmienna wazona, ktéra
rozni sie od wartosci okreslonej indywidualnie dla poszczegdlnych grup, jest uzywana do oceny potaczonych grup.

Przyktadem paradoksu Simpsona moze byé¢ nastepujaca sytuacja:
Mamy dwa miasta, w ktérych ludzie choruja na pewna chorobe. W mieécie A procent zarazonych zaréwno wérdd
kobiet, jak i wsréd mezczyzn jest nizszy niz w miescie B. Mimo to ogdlny procent zachorowan jest w nim wyzszy.

Miasto A

mezczyzni:

chorzy: 280; wszyscy: 600
procent chorych: 46,(6)%

kobiety:

chore: 20; wszystkie: 900
procent: 2,(2)%

razem: 20%

Miasto B

mezczyzni:
chorzy: 100; wszyscy: 150

12



procent: 66,(6)%

kobiety:
chore: 50; wszystkie: 1350
procent: 3,7(037)%

razem: 10%
% chorych %% chorych
100 100
50 50
3 3
ilogé ilosé

@ Meziczyini
@ Kobiety

Zadanie 48 Test na chorobe, ktéra dotyka jednego cztowieka na tysiac, daje falszywa pozytywnag odpowiedz w 5%
przypadkéw, a odpowiedZ negatywna jest zawsze prawdziwa. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba u ktérej test
dal pozytywna odpowiedz jest rzeczywiscie chora?

Rozwigzanie (Michal Bethke):

595
1DI}E/ \_uuu
/ 10'/ \:uu

Do zadania wykorzystujemy wzér na prawdopodobienistwo warunkowe.

Prawdopodobienstwo zachorowania i otrzymania pozytywnej odpowiedzi
P(chory A +) = 155
Prawdopodobienstwo otrzymania pozytywnej odpowiedzi

_ 999 5  _1_
P(+) = 1606 * 706 T+ 7000

7 definicji:

P(choryA+)

P(chory|+) = )

wiec:

P(chory|+) = 51000 ~ 0.019

5
1000 " T00 T T000

OdpowiedZ: Szansa, ze osoba u ktérej test dat pozytywna odpowiedz jest rzeczywiscie chora wynosi 1.9%.

13



Zadanie 49 Dla rozktadu Poissona danego wzorem:

A
e sprawdz czy jest to rozklad e oblicz wartos$¢ srednig e oblicz wariancje

Rozwiagzanie (Krzysztof Matlek):

E(k) - warto$é érednia

o? —wariancja

oS 0o _ k _ k—1 _ ') k _
E(k) = Zk:o k}p(k) = Zk:l € A(kil)r = Ae )\Zk 1 (2 o= Ae )\Zk:O % =Ae et = A

oo _ k—1 _ %) k _ oo k
E(k?) = 302, k4 k'e = e_/\Zkak(k/lm! = e Y0 1’“(2 m = Ae Aok + g = Ae TN kar +
k

Ae A A = A2+ A= A+ 1)
=E(k?)—E*(k) =X +X-XA =)
Normowanie rozktadu:
1= Pe=2000 ¢ AIAkZe_/\e/\:eO:l

Réwnosé zachodzi czyli jest to rozktad.

Zadanie 53 Dla rozkladu wyktadniczego danego wzorem:
p(x) = Ae™*Tg o0y ()
e oblicz warto$é¢ érednia e oblicz wariancje

Rozwigzanie (Szymon Staszewski):
Wariancja rozktadu wykladniczego danego wzorem:

p(x) = Ae M) o0 (2) (13)
1. Wariancje D2X (lub VarX) obliczamy ze wzoru:

D?X = E(X - EX)? = EX? — (EX)? (14)

EX:/ xp(x)dx

Dla rozkladu wykladniczego zadanego wzorem (13) mamy:

2. Wartoé¢ srednia EX obliczamy ze wzoru:

o0

— — — Az
EX :/ zhe Mdy = {dj:;fdm dz;ieefmdz} = [—xeikm]go +/ e Mdr =
0 0

1 —Azx] 1 —oo 0 1
=5[]y =5 =) =<
Skoro mamy juz policzone:
1
EX = —
A?
musimy jeszcze tylko obliczy¢ EX2:
.2 _ —Ax o0
EX?2 :/ ZQ)\ewad(ﬂ — {d}c;gzdz d(;;);eeiudz} _ [mze—)\m]o +2/ xef)\wdx
0 0
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Tak wiec:

oo oo

_ oA 1 <2 2
EX2:2/ xe*)\mdz:{f—x dg=e dz }:2 |:_)\$€/\x:| +7/ €7Azdl':7

df=1ldz g=—se=>*
0 0

Podstawiajac otrzymane wzory do wzoru (14) otrzymujemy:

2 (1\* 1

DX == (<) =

A2 <)\> A2

Wariancja rozkladu wykladniczego danego wzorem: p(z) = e **I[g o) (x) wynosi: A~2.

Zadanie 57 Bok kwadratu ma rozklad jednostajny na odcinku [0, a]. Jak wyglada rozklad pola kwadratu?
Rozwigzanie (Michal Bethke):
7 definicji:

P(bok € (z,z + dz)) = p(z)dz = Ldx
P(pole € (y,y + dy)) =n(y)dy = %dar (rozklad pola powierzchni)

Wyznaczamy warto$é x ze wzgledu na y (x - bok kwadratu, y - pole kwadratu):

y:mZ:x:\/gj

Wyznaczamy pochodna po y:

dr = 2\1/§dy

Podstawiajac pochodna do rozkladu pola ostatecznie otrzymujemy:

n()dy = 5 55dy
Czyli:
) = 57
Odpowiedz: Rozklad pola kwadratu: n(y) = ﬁ

Zadanie 61 Automat produkuje kulki, ktérych rozklad objetosci jest jednostajny na odcinku [a, b]. Jak wyglada
rozktad ich promienia i powierzchni?
Rozwigzanie (Dominik Kwiatkowski):
Automat produkuje kulki, ktorych rozklad objetosci jest jednostajny na odcinku [a, b]. Jak wyglada rozklad ich pro-
mienia i powierzchni?

Rozktad objetosci przedstawiamy w nastepujacy sposob:
P(obj € (V,V +dV)) = p(V)dV

b-a

a—

Wykres przedstawia rozktad prawdopodobienistwa, ze V znajduje sie¢ w danym przedziale, wiec pole pod wykresem
musi byé réwne 1. W takim razie warto$é p(V') wynosi ﬁ.

Rozklad promienia obliczamy z nastepujacego wzoru:

P(pr € (r,r +dr)) = n(r)dr = 71-dV

Aby obliczy¢ rozklad potrzebna jest wartosé dV

V= %Hr3

% = 4TIr?
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dV = Allr2dr

Znajac dV wyznaczamy rozktad promienia ze wzoru:
P(pr € (r,r + dr)) = n(r)dr

n(r)dr = - Allr?dr

n(r) = ﬁéll‘[r2

Aby wyznaczyc rozklad pola ponownie korzystamy ze znanego rozkladu objetosci
P(pole € (p,p+dp)) = o(p)dp = ;1,dV
Musimy najpierw wyrazi¢ V' za pomoca p
V =4I/
_ /P
dv = ; ﬁdp

Podstawiamy obliczong warto$¢ do wzoru na rozktad pola

Zadanie 63 Jak wyglada rozklad polozenia oscylatora harmonicznego o amplitudzie drgan A?
Rozwigzanie (Blazej Muszynski):
W celu okreslenia prawdopodobienstwa dla oscylatora harmonicznego prostego potrzebujemy znalezé stosunek czasu
spedzonego przez punkt w przedziale (z,x 4+ dz) w stosunku do calego czasu spedzonego w odcinku (—A, A) zatem
mamy:

2t 2
T Txw
T-okres

dP dx

Predkosé wyraza sie¢ wzorem
dx

T dt
x(t) = Acos(wt)

v(t) = —Awsin(wt)

v

Poniewaz: N
x(t) = Acos(wt) = t(z) = w
w
a1 1
dr WV A2 — 2 T
Stad:

v(z) = VA2 —22xw

Aby funkcja f(x) byla gestodcia musi zachodzié warunek:

A
/dP:l
~a

Czyli:

A A
[mtr=t = [ i1
/| Tv | TwvA2Z — 72

Zatem funkcja f(z) = ﬁ jest gestoscia rozktadu prawdopodobienstwa dla oscylatora harmonicznego prostego.
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Zadanie 65 Znajdz splot rozkladu jednostajnego o nosniku [0, 1] z samym soba.
Rozwigzanie (Krzysztof Mazurowski):
Rozpatrujemy sumy rozkladéw sumy rozkladéw jednostajnych:

1, 0<z<1
fa: (x) = .
0, w przeciwnym wypadku

Rozpatrujemy sume dwoch rozkladow

s = [ -y {“:““” =g =" o= [ pwa

dv = —dx

Rozbijajac na dwa przypadki otrzymujemy
1 1
0<u<l fl(u):/ fy(v)dvz/ dv=u
0 0

1<u<2 folu) = ’ fy(v)dv:/ dv=2-u
u—1

u—1

Ostatecznie otrzymujemy ostateczny wzér ktory jest zltozeniem wynikéw zamieszczonych wyzej calek oraz jednego

wyniku kiedy to u jest mniejsze od zera i wieksze od dwdch wtedy splot wynosi 0

0, u<0u>2
fu)* f(u) =< u, ue(0, 1)
2—u, ue(0,2)

Zadanie 67 Znajdz splot dwoch rozkladow Poissona o $rednich A i p.
Rozwigzanie (Blazej Muszynski):

Niech dane beda dwie zmienne X i Y o rozkladzie Poissona z parametrem odpowiednio A i p. Szukamy splotu dwéch
rozkladow Poissona. Zadanie sprowadza sie do znalezienia rozkladu zmiennej X+Y. Rozktad Poissona jest rozkladem

dyskretnym zatem:

k i
P(X—i—Y:k;):ZP(Xzi,Y:k;—i):Ze_’\%*e_“ H — =
i=0 i=0 ’ :

k
T Ry S
_ (Mp) & i k—i __ A+
—° Hk!;(i%*“ =T

Zatem zmienna X+Y ma rozktad Poissona z parametrem A\ +

Zadanie 76 W celu zweryfikowania hipotezy, ze wartos¢ oczekiwana rezystancji jest réwna wartosci znamionowej,

pobrano prébke 9 opornikéw i otrzymano nastepujace odchylenia od wartoéci znamionowe;j:
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

xp[kQ) | -1.8 109 | -1.0 | 45| -3.5| 1.9 | 2.7 | -0.8 | -2.0

Zweryfikuj na poziomie istotnosci 0.05 hipoteze, ze warto$é srednia jest réwna wartoéci znamionowej, wobec hipotezy

alternatywnej, ze jest rézna.
Rozwigzanie (Mariusz Urbanski):

Nasza zmienna jest zmienng rozktadu normalnego X ~ N(u, o). Nie znamy ani x4 ani o. Stawiamy hipoteze zerowa:

Ho : p = po;

Przeciw hipotezie alternatywnej:
Hy:p # po;
Obszary krytyczne dla hipotezy alternatywnej Hy:

p> g (t774;00)
p<—po (=003 —t77})
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Tworzymy statystyke testowa:

T = w\/ﬁ (18)
s
sprawdzimy hipoteze alternatywna H, dla:

n=9,x=0.1,s =257, a=0.05pu = 0.2[kQ] (19)

Po podstawieniu danych (17) do wzoru (16):

0.1-0.2 0.3

T=-"""Z43=—_"" =011 20
257 2.57 (20)

Odczytujemy z tablic kwartyl dla ty.975% = 2.306, wie obszar krytyczny wynosi:
(—00, —2.306) U (2.306, 00) (21)

Poniewaz wartosé statystyki nie nalezy do obszaru krytycznego, wiec nie mozemy odrzuci¢ hipotezy Hy.

Zadanie 77 W celu zweryfikowania hipotezy, ze warto$¢ oczekiwana rezystancji jest réwna wartosci znamionowej,
pobrano prébke 9 opornikéw i otrzymano nastepujace odchylenia od warto$ci znamionowe;j:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x[kQ) | -1.8 109 | -1.0 | 45| -35| 19| 27 |-0.8 | -2.0

Zweryfikuj na poziomie istotnosci 0.05 hipoteze, ze warto$¢ srednia jest réwna wartoéci znamionowej, wobec hipotezy
alternatywnej, ze jest wieksza.
Rozwigzanie (Blazej Muszynski):
Srednia z préby z = 0,1
Odchylenie standardowe z préby s = 2,574
n=9
Zmienna X ma rozklad normalny N(u, o) gdzie p jest nieznane i o jest nieznane.
Testujemy hipoteze:
Hy:pp = 0 tzn. po = 0 (tzn. nie ma odchyleo od wartoéci znamionowej) wobec hipotezy alternatywnej Hy:p > 0
statystyka testowa T jest postaci:

r-t=

NO*\/E
x

0,1—0 0,1
T = = ) = 11
2,574 Vo 5572 +3 = 01165

Odczytujemy z rozktadu T - studenta kwantyl dla t§’957 = 2,306 obszar krytyczny jest postaci (2,306; +00) Poniewaz
wartosd statystyki testowej nie nalezy do obszaru krytycznego, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy Hy

Zadanie 81 Dzienne zuzycie wody przez zaktad przemyslowy zostalo zmierzone dla 256 dni i otrzymano wyniki
Z = 102hl, 0® = 64hi%. Przetestuj na poziomie istotnoéci ov = 0.02 hipoteze ze $rednie dzienne zuzycie wody wynosi
100hl, wobec hipotezy alternatywnej, ze jest wicksze od tej wartosci.
Rozwigzanie (Rafal Molenda):
Dzienne zuzycie wody przez zaklad przemystowy zostalo zmierzone dla 256 dni i otrzymano wyniki z = 102hl,
02 = 64hl. Przetestuj na poziomie istotnosci o = 0.02 hipoteze ze érednie dzienne zuzycie wody wynosi 100hl, wobec
hipotezy alternatywnej, ze jest wieksze od tej wartosci.

Przyjete oznaczenia:

o T = 102hl
e 0% = 64hl
o a=0.02

e O = 100A!
e n =256
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Hipotezy:
Hy - dzienne zuzycie wody wynosi 100hl
H; - dzienne zuzycie wody jest wieksze niz 100hl

Nie znamy wariancji, wiec powinnisémy postuzyé sie rozkladem T-Studenta. Jednak majac dane n = 256 (liczba
pomiaréw jest wystarczajaco duza), mozemy przyjaé, ze rozklad jest rozkladem Gaussa, a parametr o jest znany:

-0y 102-100

o/v/n  8/16 =4

Nalezy teraz skonstruowaé obszar krytyczny testu. Zgodnie z zasadami, wiedzac, ze © > Oq:

K = (tl—on OO)

Odczytujac z tablic rozktadu N(0,1): t;_, = ®1(0.98) ~ 2.06, wiec:

K ~ (2.06, )

Analizujac wyniki testu hipotezy, widaé, ze 4 € K, wigc mozemy odrzuci¢ Hy i przyja¢ Hy
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