Réwnania wahadta podwdjnego

Niech pierwszy czton wahadta tworzy z pionem kat #; a drugi 05, dtugo-
Sci czlonéw sg réwne odpowiednio: [y i ls. Potozenia srodkow ciezkosci obu
cztonéw wynosza:

T = ;ll sin 0, (1)
Y = ;ll cos 0, (2)
r1 = l;sinf; + ;lg sin 6 (3)
y1 = [y cos By + ;ZQ cos b, (4)

Energia kinetyczna jest rowna sumie energii kinetycznych ruchu postepowego
srodkow cigzkosci:

1 ) )

Exp1 = §m1<x% + 97 (5)
1 . .

Expy = §m2(:v§ +93) (6)

i energii ruchu obrotowego obu cztonéw wokot srodkow ciezkosci:

1 .
EKRl — 5[19% (7)
1 .
Exre = 51295 (8)
Momenty bezwtadnosci wynosza: I, = %mllf,lg = %mglg. Po wstawieniu

ich do (7,8), po wstawieniu (2..4) do (5..6) i po dodaniu wszystkich czterech
cztonéw (5..8) dostaniemy wzoér na energie kinetyczna catego wahadta:

B30 ) s,y " [M] 0

gdzie:

1
a= <m1 + m2> 2
3
1
c= ngZg

1
b= §m2l112

Energia potencjalna jest réwna sumie energii potencjalnych srodkow ciezkosci
obu cztonéw:

1 1
Ep = —mlg§l1 cosf; — mag (11 cos b + 512 cos «92> = —pcost, — qcosbsy,
(10)
gdzie p = (%ml +ma)gl, q = %m2912'



Pedy dla uktadu wynosza:
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(dlatego, ze energia potencjalna nie zalezy od pochodnych wspéhrzednych).
Pozwala to zapisa¢ energie kinetyczna jako:
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Z réwnan Hamiltona wiemy, ze 6; = Oy, Exc = M™'p;, co daje:

0, =
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cpp — beos(0y — 01)ps

ac — b2 cos?(0y — 61)

_apy — beos(fy — 01)py

ac — b%cos?(6y — 04)

(11)

(12)

Definicja pedu daje: p; = %86}-[’ = 0y, L (gdzie L = Ex — Ep). Stad mamy

réwnania;

1 /1
].71 = —§m2l112 sin(é’g — 81)9102 — <2m1 + m2> gll sin 01

= —-b sin(92 — 91>9192 — pSiIl 01

1 .o
Po = —Emglllg sin(92 — 91)0162 — m2gl2 sin 6,

= —b sin(Qg — ‘91)9192 — QSiH 6)2

(13)

(14)

Roéwnania (11..14) mozna zapisaé¢ jako funkcje przyporzadkowujaca kaz-
demu punktowi przestrzeni fazowej czterowymiarowy wektor pochodnych
(czyli definiujaca pole wektorowe - vector field). Rozwiazanie réwnania r6z-
niczkowego oznacza znalezienie krzywej przechodzacej przez zdefiniowany
punkt poczatkowy i w kazdym swoim punkcie stycznej do pola wektorowego.
Pole wektorowe definiuje funkcja:

ml=2
m2=0.5
11=1
12=0.6
g=9.81
td=50
ts=0.01

a=ml*11%%2/3+m2*11%*2
c=m2x12%%2/3
b=m2%11%x12/2
p=(m1/2+m2) xg*11
qQ=m2*12xg/2

def vf(X,t=0):



dtetal = (c*X[2]-b*X[3])/(a*c-b*b*(cos(X[1]-X[0]))*%*2)
dteta2 = (a*xX[3]-b*X[2])/(a*c-b*b*(cos(X[1]-X[0]))*%*2)
dpl=-b*sin(X[1]-X[0])*dtetal*dteta2 - p*sin(X[0])
dp2=-b*sin(X[1]-X[0])*dtetal*dteta2 - g*sin(X[1])
return [dtetal, dteta2, dpl, dp2]

Funkcje te podamy do scipy.integrate by dostac trajektorie.

Alternatywny uklad réwnan: Majac Langrangian
(L = Ex — Ep) mozemy uzyskaé dla niego dwa réwnania
Eulera-Lagrange’a:

d oL OL

dtog;, 00, 0. =1,

Sa to rownania drugiego rzedu. Kazde z nich mozemy
przeksztalcié na dwa réwnania pierwszego rzedu przez
podstawienie w; = ;.

Do zrobienia animacji wykorzystamy z modutu Tkinter klasy Tk i Canvas
(metody: pack,after,update,create_line,coords)



