1. Dla macierzy
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Wyznaczy¢ macierze spelniajace wtasnosé komutacji: [A, X| = B

2. Obliczy¢ pierwiaski z macierzy:

L] e

7 10
15 20

3. Znalez¢ wzoér na n-ta potege macierzy:

0100
11 0010
A_l011 A=10001
0000
101 cos(z) —sin(z) 0
A=1010 A= | sin(z) cos(z) 0
1 01 0 0 2

4. Pokazac, ze:

1.

Dla dowolnej macierzy kwadratowej A, macierz A+ AT jest symetrycz-
na, a A — A7 jest antysymetryczna.

Dowolng macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ jako sume macierzy
symetrycznej i antysymetryczne;j.



Przedstawié¢ macierz

1 2 3 1 -1 0 -2 4
A=14 40 A=12 5 -1 A= 3 3
211 2 -4 2 1 2

jako sume macierzy symetrycznej i antysymetrycznej.

5. W zbiorze V = (0, 00) definiujemy dziatania:

@:a,b—a-b
AO:A®a=a

Czy (V,®,®) jest przestrzenia liniowa nad R?

6. W zbiorze R? definiujemy dzialania:

(a,b) @ (¢,d) = (a+b,c+d)
A ® (a,b) = (Aa, —\b)

Czy (R?, @, ®) jest przestrzenig liniowa nad R?

7. Ktore z ponizszych zbioréw sg przestrzeniami liniowymi?

1.
2.

10.

. liczby zespolone o argumencie %

liczby zespolone
pary liczb zespolonych wraz z dziataniami:

+:(a,b),(c,d) — (a+b,c+d)
At A (a,b) = (Aa, Ab)
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. liczby zespolone o czedci rzeczywistej réwnej 0

. liczby zespolone o czesci rzeczywistej rownej 2

. liczby zespolone o module mniejszym od 1

. wektory w R? réwnolegle do zadanego wektora @
. wektory w R? prostopadte do zadanego wektora @

. pary wektoréw w R?® wraz z dziataniami:

(a,b,( d) — (a+b,c+d)
: A (a,b) = (Aa, \b)

pary wektoréw do siebie rownolegltych wraz z dzialaniami:

+:(a,b), (¢,d) — (a+b,c+d)
A A (a,b) = (Aa, AD)

-1
-2
2



11. pary wektoréw do siebie prostopadltych wraz z dziataniami:

+:(a,b),(c,d) — (a+b,c+d)
A A (a,b) = (Aa, Ab)

8. Ktore z ponizszych zbioréw funkcji tworza przestrzen liniowa?
1. wielomiany stopnia rownego 2
2. wielomiany stopnia mniejszego rownego 2

3. wielomiany stopnia mniejszego rownego 2, dla ktorych wartos¢ w 0
wynosi 0.

4. wielomiany stopnia mniejszego rownego 2, dla ktérych wartosé w 0
wynosi 1.

5. wielomiany dowolnego stopnia

6. funkcje wymierne (iloraz dwoch wielomianéw)

7. funkcje przyjmujace wartosé 0 na koncach przedziatu [—1, 1]
8. funkcje przyjmujace wartosci nieujemne na przedziale [—1, 1]
9. funkcje parzyste

10. funkcje nieparzyste

9. Ktore z ponizszych zbioréw macierzy sa przestrzeniami liniowymi?
1. macierze symetryczne rozmiaru 2 x 2
2. macierze antysymetryczne rozmiaru 3 X 3

3. macierze symetryczne rozmiaru 3 x 3, ktérych wyrazy na przekatnej sg
rowne.

4. macierze rozmiaru 3 X 4, ktérych ostatnia kolumna zawiera same zera
5. macierze kwadratowe rozmiaru 2 X 2 o wyznaczniku réwnym 0.
6. macierze kwadratowe rozmiaru 2 X 2 o wyznaczniku réwnym 1.

7. macierze kwadratowe rozmiaru 3 x 3 o $ladzie réwnym 0
Slad - suma wyrazéow na przekgtnej macierzy

8. macierze symetryczne rozmiaru 3 x 3 o sladzie rownym 0
Slad - suma wyrazow na przekgtnej macierzy

10. Ktoére z ponizszych zbioréw wektoréw sa liniowo niezalezne:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

1. (1,1), (=1,2), (2,0)
2. (1,1,0), (0,-2,0), (—1,2,4)
3. (1,2,0), (1,0,—1), (1,4,1)

Ktoére z ponizszych zbiorow wielomianéw sa liniowo niezalezne:
122 +1, 20 -1, 22 -1
2. 204+ 1, 22+ 27, x

3. (z+ 172 (z—1)% =

Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad pewnym ciatem liczbowym. Zatézmy
ze wektory uq,...,u, € V sg liniowo niezalezne. Pokaza¢, ze wektory:

V1 = Uy
'U2:U1+U2
Up = UL+ ...+ Up

sg liniowo niezalezne.

Wykazaé, ze ponizsze zbiory funkcji sa liniowo niezalezne nad R:
L {1,¢,¢*}
2. {sint, cost}

3. {1,sint, cost}

Zmalez¢ bazy dla tych zbioréw z zadania 14, ktore sa przestrzeniami liniowy-
mi. Jakie sa wymiary tych przestrzeni?

Korzystajac ze wzoru definiujacego wyznacznik macierzy:

detA = Z sgn(a)alo(l) o Opg(n)

O’GSn

wyprowadzi¢ wzory na wyznacznik macierzy rozmiaru 2 x 21 3 x 3.

Mamy dany rownolegtoscian, ktorego jeden wierzchotek lezy w poczatku
uktadu wspoéhrzednych, a wierzchotki A, B, C, ktére majg z nim wspdlng
krawedz maja wspotrzedne:

1. A=[1,2,-1],B=[-1,0,2],C = [-1,1, —2]
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2. A=[-2,2,1],B=[1,1,0],C = [1,0,—1]

Jaka jest objeto$¢ réwnolegltoscianu?

17. Wyznaczy¢ rzad macierzy:

1 -1 2 =3 2 0 -3 1 1 2 -1
1 -9 0 1 1 4 1 -1 3 -1 2
0 41 -2 3 -2 0 1 0 2 -1
2 25 9 1 10 -1 -2 2 2 0

18. Jaki jest wymiar podprzestrzeni napinanej przez wektory:

1 2 1 1 2

W | 20, | 1], |-t @ | -11], | o

| —2 | | —1 ] | 2] 4 —2
[ 1] [ —2 ] [ 3]
@) | 2|, | -4, | 6
-1 ] 2 ] | —3 |

19. Rozwigz réwnanie macierzowe:

1 01 1 3
a)rz| 0 2 x| =2 b)rz[y ]:1
2 v 4
3 0 vy

20. Ktore z ponizszych odwzorowan sa odwzorowaniami liniowymi:

e [:R—>R f(z)=-3z
o f:R>R f(z)=2r-3
o f:R? R f(z,y) =27 — 3y

o f:R? R fz,y) =22 —3y+5

o [RZ=R f(r,y)=x+22y+y

o [1:C™[0,1] — C=[0,1] F(f)=f

o [:C>®[0,1] — C>[0,1] F(f)=z+ [y f(z)dx

e [:0®[0,1] =R F(f) = Jy f(x)dx

o« F:Co([0,1] x [0,1]) — C=([0,1] x [0,1]) F(f) = 2L

21. Znalezé macierz odwzorowania:

-1

-3
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e obrét na ptaszezyznie o kat «

e obrét w przestrzeni R3 o kat o wokoét osi z.

22. Niech Wg(n) oznacza przestrzen wielomiandéw stopnia mniejszego réwnego n
o wspotezynnikach rzeczywistych. Znalezé macierze odwzorowan:

o L Wg(3) — Wg(2), dla baz przestrzeni odpowiednio {1,z, 22 23}

dx
oraz {1,z,x%}.

o L Wr(3) — Wg(3), dla baz przestrzeni odpowiednio {1,z,2?, 2}
oraz {1,z, 2% 23}.

o L Wg(3) — Wg(2), dla baz przestrzeni odpowiednio {1+, 1—x, 2%+
x3 2% — 23} oraz {1 + x,z, 2% — x}.

o [ydx : Wg(2) — Wg(3), dla baz przestrzeni odpowiednio {1, z,z?}
oraz {1,z, 2% x3}.

o [ydr : Wr(2) — Wrg(3)dla baz przestrzeni odpowiednio {1 + z,1 —
r, 22 + 23 2% — 23} oraz {1+ z,x, 2% — x}.

23. Znalez¢ macierz odwzorowania dziatajacego z przestrzeni X wielomianéw
stopnia 2 dwoch zmiennych w tg samag przestrzen. Za baze przyjmijmy zbiér
{1,z,y,2% y* zy}, a odwzorowaniem niech bedzie:

o(%:X—>X
[

o« 2 . X X

0xdy

9?2 - X X
® Paz T

9% .

24. Znalez¢ macierze odwzorowan z poprzedniego zadania dla bazy {1,z +y, z —
yalg +—y2,x2-—-y2,xy}

25. Sprawdzi¢, ze funkcje postaci f(x) = SN, (a, cos(nz) + b, sin(nx)) tworza

przestrzen liniowa. Jaki jest jej wymiar? Znalez¢é macierze odwzorowan (w
dowolnie wybranej bazie):

o f(z) = f(x)
o f(x) = [y f(x)dx
o f(z) = J5 flz)dx



o f(x) = [ [()dx

26. Udowodni¢, ze odwzorowanie transpozycji - dzialajace w przestrzeni Mg(2, 2)
(macierzy rozmiaru 2 x 2 o wyrazach rzeczywistych) jest odwzorowaniem li-
niowym. Dla dowolnie wybranej bazy w tej przestrzeni znalez¢ macierz od-
wzorowania.

27. Operator symetryzacji S i antysymetryzacji A dziatajace w przestrzeni prze-
strzeni Mg(2,2) dane sg wzorami:

T T
S(X) = KT A(x) = XX
sg odwzorowaniami liniowymi. Znalez¢ macierze tych odwzorowan w dowol-
nej bazie przestrzeni Mg(2,2).
Zad 5. Udowodni¢, ze jadro i obraz odwzorowania sg podprzestrzeniami

liniowymi.
Zad 6. Wyznaczy¢ jadro i obraz odwzorowania zadanego macierza:
1.
1 2 =2
1 0 3
-1 2 =8
2.
1 0 2 -3
1 -1 0 2
1 1 4 -8

Zad 7. Znalez¢ jadro i obraz odwzorowania:

o L TWR(3) — Wg(3)

dz
o L Wr(3) — We(2)
o [Vdx:Wg(2) — Wg(3)
Zad 8. Znalez¢ obraz i jadro odwzorowania:
o 1 My(2,2) — Mg(2,2)
o S : Mg(2,2) — Mg(2,2)
o A: Mg(2,2) — Mg(2,2)

Zad 8. Poda¢ przyklad endomorfizmu R? — R2, dla ktérego jadro jest
réwne obrazowi. Udowodnié, ze kwadrat kazdego odwzorowania (w przestrze-
ni o dowolnym wymiarze) o tej wtasnosci jest rowny zero.



