Blok IT: Wtasnos$ci funkcji

II.1 Dane sa funkcje okreslone tabelami. Dla kazdej funkcji podaj jej miejsca zerowe (o ile istnieja) oraz
wspolrzedne punktu, w ktéorym wykres przecina o§ OY.
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I1.2 Dany jest zbior X = {—5,—2,0,2,5}. Podaj za pomoca tabelek funkcje, z ktérych kazda odwzorowuje
zbiér X w zbiér X oraz

a) jest malejaca e) jest parzysta
b) jest rosnaca f) jest nieparzysta
¢) przyjmuje tylko warto$ci ujemne g) jest réznowartosciowa

d) ma jedno miejsce zerowe: 5

I1.3 Dana jest funkcja okre$lona wzorem:

a) f(x) =2z +1; oblicz: £(0), f(2) .f(-3)
b) f(z) = ﬁ; oblicz (jezeli mozna): f(0), f(—1), f(1)

c) f(z) =47 +2; oblicz: f(0), f(2), f(3), f(~3)

N

d) f(x) ; oblicz (jezeli mozmna): £(3), £(0), f(7)

_ 1
|z —2/-5
e) fla)=a+ %; oblicz (jezeli mozna): f(—1), f(1), f(vV2—1), f(V2+1), f(1/x).

f) flz)= 1—7—73:; oblicz (jezeli mozna): f(0), f(1), f(—z), f(1/x).
x
x
I1.4* Znajdz jedli f(—— ) = 2>
najdz f(x), jesli f(x n 1) T
I1.5 Sprawdz czy punkty P;, P>, P3 naleza do wykresu funkcji:
a) f(x)=z+3,z€N, P =(2,-5), P,=(-1,2), Py=(3,7)

b) f(x):x2+x,x€R, Plz(\/iQ—’_\/i)a P2:(_1a0)’ P3:(3712)

C) f(x):xi2ﬂ‘r€R\{2}v P1:(270)7 P2:(17_1)7 PSZ(\/572+\/5)

I1.6 Wyznacz dziedziny naturalne nastepujacych funkcji:

1 _
a) f(z) = — d) f(z)x2+\gi+1 g) fla) =vI-a>+Ve-1
. h) f(z)=va2+2z—15
) = T T+ 2
b) /() (x —1)(x+4) e) f(x):m i f(m):\/?)—x
vV —2
 3z+1 2
UG Al peara s f) fla)=vi-z+= i) fla) =z —5[+1



k) f(z) = /6 — [z +1] m) f(x):m% ) flz) = [3]2 —1] - 6
1) fz) = /2[z +2] -6 5~ lal

II.7* Wyznacz zbiér wartosci funkcji:
a) f(z) =3z -5, ze[-7,-2), d) f(z) =[z[ -1, z€[-2,-1]U[0,1],

b) f(z) =22 +1, z€{0,1,4,6}, ¢) fl@) = —, = eR\{0},

x
c) flx)=a2+2, z¢€[-3,3], f f(x):m’ z € RA{0}-
I1.8 Dla kazdej z podanych funkcji sprawdz, czy podane obok liczby naleza do zbioru jej wartosci:
BT 1
a) f(z) =2 +5, 2 €R; liczby 2, 5,3, -3 b) f(z) = =, z € R\ {0}; liczby 0, 1, 6
x

I1.9 Naszkicuj wykres funkcji f : [0,8] — [0, 6], ktéra ma nastepujace wlasnosci:
a) f odwzorowuje przedzial [0, 8] na przedzial [0, 6],
b) f jest malejaca w przedziale [0, 3], stala w przedziale (3,5) i rosnaca w przedziale [5, 8],
¢) f(8) = 3. Czy istnieje tylko jedna taka funkcja?
I1.10 Podaj przyktad dowolnej funkcji wymiernej, ktérej dziedzing jest zbior:
a) R\ {1} c) R\ {3}
b) R\ {0,1} d) R\ {1,2,0}

I1.11 Dziedzing funkeji f jest zbiér R\ {—2,3}, a jej miejscami zerowymi sa liczby 5 i 2. Podaj przyklad
funkcji wymiernej, ktéra posiada takie wlasnosci.

11.12 Dziedzina funkcji f jest zbiér [—4; +00), a jej miejscami zerowymi sa liczby —3, —1 1 2. Jakim wzorem
moze by¢ opisana ta funkcja?

I1.13 Wyznacz miejsca zerowe funkcji (o ile istnieja):
— x| —2 x* — 622
a) f(z)=2x+3 g) f(x):L _ v =67

b) flx) =]z +2|-5

0) fla) = 20 =1~ [z 3] a6 ) fla) = L2
o b fe) = T Ve
Q) J(@) = S 1 gy H Ot
3 frgy - 381 R e P
0) f(x):x?’—lr ) f(x) ,r|_2
V=2 n) fz)=a*+2? -z -1
z? — x —
f) f(x)zﬁxig j) f(x):% o) flx)=2® -2 -z +1

I1.14 Dla jakich wartosci parametru m funkcja y = (2m — 3)z + 1 jest:
a) rosnaca b) malejaca c) stala

I1.15 Wyznacz dla jakich  wartosci funkcji y = 2z — 5 sa:



a) dodatnie ¢) wigksze od 1

b) ujemne d) mniejsze od 3

I1.16 Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosé funkcji:

a) f(z) =2z +4, gdyxe€l[-T,5], d) f(z)=2-2* gdyze0,3],
b) f(z)=3z—1, gdyze€[-1,2], e*) f(x)=2%—2% gdyxel0,1],
c) flw)=2—]z—1|, gdyze[-1,1]U][2,4], ) f(z) = |z|vV1—2a2, gdyxe[-1,1].

I1.17 Wykaz, ze ponizsze funkcje sa réznowartosciowe w swoich dziedzinach:

a) flz) =2z +1 ¢) f(z) = bz ¢) y=
x
3
b) f(z) = —vZa + 3 d) f(z) = —5v7 =3 Hy=""7
I1.18 Napisz wzér okredlajacy funkcje f~!(z) — odwrotna do funkcji f(z):
a) f(z) =z ) flz) =—z+1 e) f(z)=a? x € (~00,0]

b) f(x) =2z d) f(z)=1—-4x
I1.19* Wiedzac, ze ponizej podane funkcje sg réznowarto$ciowe wyznacz do nich funkcje odwrotne:

a) [:[2400) = [~1;+00); f(z) =2® —4z +3

1
1+ 22

b) f:[0;400) — (0;1]; f(z) =
I1.20 Wykazaé, ze funkcja:
2 . . .
a) f(z) = —, gdzie x € (0, +00) jest malejaca,
x

4
b) f(z) = 33 gdzie z € (0, +00) jest malejaca,

)
——, gdzie z € (0,+00) jest rosnaca,
T

o
~
~
—
=

|
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d) f(z) = — gdzie z € (0, +00) jest rosnaca,

e) f(z) = 1—1-%’ gdzie z € [0, +00) jest rosnaca,
T +2 . . .
f) f(z) = T gdzie z € (1, +00) jest malejaca,

g) f(x) = +/3x jest rosnaca w calej dziedzinie,
h) f(z) =+/5 — x jest malejaca w swojej dziedzinie.

I1.21 Zbadaj monotonicznos$¢ funkcji w zbiorze R

a) f(x) = —2009z + /2009, ) flz) = -1z +7,
b) f(x) = 2010x — v/2010, d) f(z) = —6|z| =7, gdy z < 0.



I1.22 Zbadaé parzystosé nastepujacych funkcji:

_ 2 34
a) f(z) =2z -6 d) f(z) == 0T
) @ =7 8 I = ey
b) f(x)=1x2+5 2 h) f(l’)zi
3 e) f(x):m 23] + 1
i) fz) = zl|z|
z? |z
¢) f(x):m f) flz) == j) fl@) =2z —vV-2z
x
I1.23 Naszkicuj wykres funkcji y = 2x, a nastepnie przeksztalcajac go odpowiednio naszkicuj wykresy funkcji:
a) y=2x—4 c) y=—2x
b) y=2z+1 d) y = |2x]

2

I1.24 Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji f(z) = 2, naszkicuj wykres:

a) g(x) = —a* d) g(z) = (z +1)? g) g(z) =|—a*+1]
b) g(x) = 2? +1 e) g(z) = —(z —3)*
c) g(z) = (z — 2)* f) g(z) = |(z —1)* -1
11.25 Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji f(x) = /=, naszkicuj wykres:
a) g(z) =~z d) g(z) = V]l g) g(z) = V2
b) g(z) = v—= e) g(z) =vz -2+1 h) g(z) =2y
¢) g(z) = [Vz| f) g(z) = —v-x
I1.26 Niech T oznacza okres zasadniczy funkcji. Sporzadzi¢ wykresy funkcji okresowych:
a) f(z) = %xQ, dla z € [, 7] oraz T = 2 c) f(z) =3z,dlax € [-1,1) oraz T =2

d) f(z)=lz|, dlaz € [-1,1] oraz T =2

1
b) f(x) = —§x2, dlaz €[0,1] oraz T =1

IL.27* Wyznaczy¢ f(g(z)), f(f(2)), 9(f(2)), 9(g(z)), jesli

a) fe)=1-2z 1 g(x)=3zz+1 b) f(z)=—= 1 g(x)=-sgnz.

1
I1.28* Dana jest funkcja f(x) = =1 dla z € R\ {1}. Poda¢ dziedzine i wzér funkeji
T —

a) f(f(x)) b) f(f(f(2)))

I1.29 Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji y = f(z) przedstawionej na rysunku f1:
naszkicuj wykres:

a) y=—f(x) d)y=flx+2)+3 g) y=|f(z+15)
b) y = f(—x) e) y=f(|z|)
c)y=flz—1) f) y = —f(|z|)

I1.30 Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkeji y = f(x) przedstawionej na rysunku £2: :
naszkicuj wykres:



Rysunek 1:

Rysunek 2:
a) y=—f() d) y=flz+3)-1 g) y=|f(z+4)
b) y=f(-=) e) y=f(lz|)
c)y=flz—2) f) y=—f(lz)

I1.31 Przeksztalcajac odpowiednio wykres funkcji y = f(x) przedstawionej na rysunku £3: naszkicuj wykres:

a) y=—f(x) d) y=flz+5)—2 g) y=I|f(z+2)]
b) y = f(—x) e) y=f(|z|)
¢)y=f(x+3) f) y = —f(|z|)

I1.32 Sporzadz wykresy funkcji:
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Rysunek 3:

2) f@):_rﬁl, d) f(z) = V]a[ — 4, h) f(z) = [l — 4] - 4],
) e) f(z) =z~ 6lz| i) f(z) = max{|e|, 4},
P) I =5 ) f@)=lo+1]-|o—1] 5 () = min { 2
2z —1 z x 1 x j) f(:z:)_mm{mﬂ}.

c) f(z) =+/|x —4|, g) flz) = 1—x

Odpowiedzi

zII.1: a) miejsce zerowe: (—1), wspélrzedne punktu przeciecia z osia OY: (0,1) b) miejsce zerowe: nie
ma; wspolrzedne punktu przeciecia z osiag OY: (0,4)  ¢) miejsce zerowe: 0; wspdlrzedne punktu przeciecia z
osia OY: (0,0)

zII.2:  a) f(X) = {5,2,0,—2,—-5}, 1 mozliwo$é¢ b) f(X) = {-5,-2,0,2,5}, 1 mozliwoé¢ ¢) f(X) =
{-5,-2,-5,—-2, -5}, 52 moiliwoéci d) f(X) = {-5,5,2,-2,0}, 44 mozliwosci e) f(X) = {5,2,0,2,5},
53 mozliwosci f) f(X) = {2,5,0,—5,—2}, 52 mozliwosci g) f(X)=1{2,-5,5,0,—2}, 5! mozliwosci

zIL3: a) f(0) =1, f(3) =4, f(- %) =0 D) f(0) = -1, (—=1) - nie nalezy do dziedziny funkq]l 1- nle
nalezy do dziedziny funkcji. c) f(0) =3, f(2) =18, (%) =4, f(-3) =23 d) f( ) =—1, f(0) = -1,
7 - nie nalezy do dziedziny funkcji. e) f(=1) = =1 -1 = =2, f(1) = 14+1 =2, f(vV/2 - 1) = 2V/2,
FWV2+ 1) =2v2, f(3) =t +a ) f(0)=1, f(1) = ,f( x)—1+§7 (3)=-15

zIL4:  f(z) = 22

x2
zIL5: a) Py = (2,—5) - nie, P, = (—1,2) - tak, Py = (3, Z) - nie.  b) Py = (V2,24 V2) - tak, P» = (—1,0)
- nie, P3 = (3,12) - tak. ¢) P, = (2,0) - nie, P, = (1, 1) - tak, Py = (v/5,2 + v/5) - tak.

zIL6: a) R\{0} b)R\{-41} ¢)R\{=-23} d)R\{-1} ¢ R\{-43} f)(=001]\{0} g
{1} DR\ (-53) 123 HR kO HR\(-51) m)R\{-1,1} n)(-5-1]U[3,5)

2T a) [-26,—11) b)1,2,17,37 «¢)[2,11] d)[-1,2] ) {-1,1} f) (0,00)

zIL.8: a) 2 - tak, § - tak, 3 - tak, —2 - tak D) 0 - nie, (—1) - tak, 6 - tak.

zI1.9: f(x) =x/2+411/2—|z—3|—|z/2—5/2| wérdd funkeji kawatkami liniowych jest to jedyne rozwiazanie
zI1.10: a) = b) 1 o) m(zl—l) d)

x—1 a;—§

1
z(z—1)(z—2)

zI1.11: f(x) = %

zII.12: np. f(z) =V +4(x+3)(z+1)(z—2)



zI1.13: a)z=-3/2 bja=-TV a=3 c)o=-2V oz=4 d)brak e) brak f)z=-3 g
r=2 h)z=0V 2=6 i)brak jJz=-4 kloz=4+/6 1)z=0V 2z=1 m)z=-3 n)
r=1Vzez=-1 oaxz=1Vr=-1

zII.14: a)m >3/2 b)m<3/2 ¢)m=3/2
zII.15: a)z>5/2 b)z<5/2 c)z>3 d)z<4

zII.16: a) min —6, maks 18 b) min —3/2, maks 0 ¢) min —1, maks 2 d) min —7, maks 2 e) min
0, maks 1/4  f) min 0, maks 1/2

2IL18: a) f7'(y)=y b) [y =1/2y o f'W=1-y f'W=1-1v of'W=-Vy
zIT.19: a) fl(y)=2+/T+y D) xzsqrtl—l

zI1.21: a) malejaca b) rosnaca c¢) malejaca dla x > 0, rosnaca dla <0  d) rosnaca

zI1.22: a) brak parzystoSci b) parzysta c¢) parzysta d) nieparzysta e) parzysta f) nieparzysta
g) brak parzystosci  h) parzysta i) nieparzysta j) w swojej dziedzinie zaréwno parzysta jak i nieparzysta

zIL27: a) f(g(z)) = —z — 1, f(f(2)) = 4z = 1, g(f(2)) = 5 — =, g(9(x))
x # 0, 0 poza dziedzina, f(f(x)) =24, g(f(z))=1d ax;éO Odlax—O g(g(

ZIL28: a) f(f(z)) =22, 242 b) f(f(f(x) = &5, v # 3



