Stany splatane

Kryterium czesSciowej transpozycji

W przypadku uktadéw ztozonych z dwoch lub wiecej poduktadéw wyrdznia
sie klase stanow separowalnych

Stany czyste Projektor na wektor produktowy jest stanem separowal-
nym, projektor na wektor nieproduktowy jest stanem splgtanym.

Stany mieszane Stan mieszany jest separowalny, jezeli da sie przedstawié
jako kombinacja stanéw czystych separowalnych.

Gléwnym kryterium koniecznym sprawdzania separowalnosci jest kryte-
rium czesciowej transpozycji:

Jezeli stan jest separowalny, jego macierz gestosci po czeSciowej
transpozycji bedzie pétdodatniookreslona.

Dla wymiaréw 2 x 21 2 X 3 jest rowniez warunkiem wystarczajacym. W
innych wymiarach istnieja stany splatane o dodatniej czesciowej transpozycji
- stany ze splataniem zwigzanym.

1. Sprawdz separowalnosc¢ stanow:
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2. Zapiszmy ogolna postac stanu, ktérego baza wilasna jest baza Bella:

W, = 2(00) + 11))
Uy = 5(100) — [11))
W, — T (jo1) + 10))
w, = (o) — 10))
a wartosciami wlasnymi Ay, ... \s. Stan taki jest mieszaning stanéw maksy-

malnie splatanych (projektory na stany Bella). Dla jakich wartosci wlasnych
stany takie sa separowalne?

Kryterium odwzorowan dodatnich

Jezeli odwzorowanie @ jest dodatnie, ale nie kompletnie dodatnie, to odzwo-
rowanie I ® ¢ jest dodatnie na stanach separowalnych, ale w dziataniu na
pewien stan splatany p moze da¢ operator niedodatnio okreslony. Mowimy
wtedy, ze odwzorowanie ® wykrywa splatanie stanu p.

Przyktadem takiego odwzorowania byta transpozycja. W wymiarach in-
nych niz 2 x 21 2 x 3 transpozycja nie wykrywa wszystkich stanow splatanych
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- istnieja splatane stany PPT (o dodatniej czesciowej transpozycji). Do wy-
krycia takich stanéw potrzebujemy innych odzworowan.
Odwzorowanie Choi Ch : B, (C?) — B, (C?) w nastepujacy sposob:

2p11 + p33
Ch(p) = 2p92 + p11 —p (1)
2ps3 + pa2

3. Za pomoca odwzorowania Choi zbadaj splatanie stanu dwoch qutritéw:
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Pokaz, ze stan jest jest stanem PPT.

Kryterium realignmentu

W kryterium tym przepisujemy kolejne bloki macierzy w kolejnych rzedach
nowej macierzy. Liczymy sume wartosci singularnych uzyskanej macierzy (w
ogblnosci prostokatnej). Jezeli stan jest separowalny, to suma musi byé¢ < 1.

4. SprawdZz przy pomocy kryterium realignmentu separowalnosé stanu (2)
dla:

e c—2

e c—=3

Swiadkowie splatania

Swiadkiem splatania nazywamy obserwable hermitowska W na uktadzie zto-
zonym, ktora na wszystkich stanach produktowych ma nieujemng wartosé
oczekiwana. Obserwabla taka nie musi by¢ dodatnio okreslona, stany na kto-
rych ma ona ujemng wartos¢ oczekiwang sg splatane i sg nazywane stanami
splatanymi wykrywanymi przez W.

5. Pokaz, ze obserwabla na uktadzie dwéch qubitéw:

jest swiadkiem splatania.



W ogélnym przypadku udowodnienie ze obserwabla jest $wiadkiem jest
trudnym problemem.

6. Ktory ze stanéw splatanych (NPT):

B 05 | —0.25 0.5 0.25
PL=1 _p25| 05 P2=1 025]| 05

Jest wykrywany przez swiadka Wy ?

7. Pokazac, ze jezeli odwzorowanie dodatnie ® wykrywa splatanie stanu p,
to Swiadkiem wykrywajacym splatanie stanu p bedzie (I @ ®%)| W) (U, gdzie:

1. ®# oznacza sprzezenie odwzorowania ® w sensie iloczynu skalarnego
Hilberta-Schmidta.

2. U jest wektorem wiasnym przy ujemnej wartosci wilasnej macierzy
(I @ P)p.

8. Pokazac, ze transpozycja jest samosprzezona w iloczynie HS

9. Znajdz swiadka splatania dla stanu dwéch qubitéw p = $(|01 4 10)(01 +
10]).

Odp. W = £(]00)(00[ + |11)(11] — (10]]01) — (01[|10)).

10. Dla odwzorowania Choi (1) znajdZ odwzorowanie sprzezone w iloczynie

HS.

11. Dla stanu splatanego PPT (2), ktérego splatanie wykrywa odwzorowanie
Choi, znajdz wykrywajacego go swiadka splatania.

Odpowiedz:

12. Dla swiadkéw:

o W = 1(]00)(00] + |11)(11] — [10)(01| — |01)(10]

o W = 1(]00Y(00] + [11) (11| + |10)
3 ) )

{ )(10])
(01] + [01)(10])
o W = 1(|01)(01] + [10)(10] — [00)(11] — [11)(00])
o W = 1(|01)(01] + [10)(10] + [00)(11] + [11)(00])

znajdz rozktad na kombinacje iloczynéw tensorowych jednoqubitowych ope-
ratoréw spinowych i identycznosci.



Korelacje i nier6wnosci Bella

Kowariancja dwoch serii pomiarowych jest wielkosé: Cyy = 3(z; —2)(v; — ).
Mozna to traktowac jako iloczyn skalarny wektora odchylen od $redniej. W
szczegblnosci Cy, = 02 i jest to wariancja, czyli kwadrat diugoéci wektora
odchylen od sredniej.

Jezeli mamy wiele serii, ich kowariancje tworza macierz zwana macierza
kowariancji. Na diagonali tej macierzy stoja wariancje zmiennych. Poniewaz
kowariancje sg iloczynami skalarnymi, jest to macierz Gramma.

13. Pokaz, ze macierz kowariancji jest dodatnio okreslona.

Korelacja dwoch zmiennych nazywamy ich kowariancje podzielong przez
iloczyn pierwiastkow ich wariancji. Jest to zatem cosinus kata pomiedzy wek-
torami odchylen. Mnozac obustronnie macierz kowariancji przez macierz dia-
gonalng o wyrazach 1/ \/072 otrzymamy macierz korelacji. Geometrycznie jest
to macierz cosinusow katow pomiedzy wektorami odchylen od $rednich.

14. Pokaz, ze macierz korelacji jest dodatnio okreslona.

Od tej pory zajmiemy sie przypadkiem trzech serii pomiarowych i ogra-
niczeniami, ktore musza spetniac¢ ich wzajemne korelacje. Dla prostoty roz-
wazan ograniczymy sie do zmiennych losowych a, b, ¢ dla ktorych:

e wartos¢ srednia jest zero (= kowariancja jest réwna wartosci $redniej
iloczynu)

e zmienna przyjmuje wartosci 1 (= wariancje sa réwne 1 i korelacja
jest réwna kowariancji)

Pierwszym ograniczeniem, jest ze kazda z korelacji przyjmuje wartosci
z przedziatu [—1, 1], zatem zbiér mozliwych korelacji trzech zmiennych jest
podzbiorem szescianu.

Drugim ograniczeniem jest dodatnia okreslono$¢ macierzy korelacji.

15. Znajdz ograniczenie na korelacje x,y, z trzech zmiennych losowych

Punkty (z,y,z) spelniajace te ograniczenie tworza podzbidr szeScianu
zwany eliptopem:

Eliptop to napompowany czworoscian - pompujemy tak dtugo, az krawe-
dzie stang si¢ ptaskie.



Kolejne ograniczenie wprowadza twierdzenie Bassa:

1+ E(ab) + E(bc) + E(ca) > 0

1+ E(ab) — E(bc) — E(ca) ; 0
1 —E(ab) + E(bc) — E(ca) > 0
1 —E(ab) — E(bc) + E(ca) > 0

Czyli punkty reprezentujace korelacje powinny siedzie¢ w czworoscianie,
ktory jest podzbiorem szescianu. To ostatnie ograniczenie jest tamane przez
korelacje w fizyce kwantowej. Niekomutatywny rachunek prawdopodobiens-
twa nie ma wtasnosci kotgomorowskosci - moze nie istnie¢ jedna przestrzen
probabilistyczna reprezentujaca wyniki wszystkich zdarzen.

16. Firma badajaca rynek wziela pieniadze za sprawdzenie na grupie ludzi
korelacji pomiedzy:

e posiadaniem telefonu

e posiadaniem laptopa

e posiadaniem tabletu
Przedstawila nastepujace korelacje:

e telefon-laptop = 0.91
e Japtop-tablet = -0.82

o tablet-telefon = (.69
Czy wywiazala sie ze swojego zadania uczciwie?

Mierzymy w odlegtych stacjach A i B obserwable a;5 i b1 2 na parach
czastek z emitowanych z jednego Zrodia. Ustawienia 1,2 w obu stacjach
generowane sa losowo i niezaleznie (mamy to zagwarantowane przez brak
nad$wietlnej komunikacji). Podczas emisji ustala sie stan czastki, ktéry na-
stepnie bedzie mierzony w obu stacjach. Niech A oznacza zbiér parameterow
okreslajacych mierzony stan czastki. Wszystkie mozliwe wartosci A tworza
przestrzen probabilistyczng A z miarg pdla tego do$wiadczenia.

Wartosé¢ oczekiwana iloczynu obserwabli: E(a;b;) = [, a(A)b(X)dp(N).

Obliczamy E(a1b;) — E(a1bs):

E(albl) — E(albg) = /A(albl — albg)d,u
= / albl(l + CLQbQ)d,LL — / CleQ(]_ + agbl)d,u
A A
Korzystamy z nieréwnosci trojkata. Nastepnie szacujemy z gory obie war-
tosci bezwzgledne po prawej stronie wchodzac z wartodcig bezwzgledng pod

calke, a nastepnie szacujac AB z gory przez 1. Potem w.bezwzgledne mozna
pomingé¢ bo wyrazenia podcatkowe sa dodatnie:

|E(a1b1) — E(a1b2)| < /Aa1b1(1 + agbg)d,u

_ /A arby(1 £ ashy)dp = 2 + (E(aghy) + E(agby))
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Otrzymujemy w wyniku nieréwnos¢ CHSH:
—2 < ]E(al, bl) — E(al, bg) + E(ag, bl) + E((lg, bg) < 2 (3)

17. Biorac dwie z czterech zmiennych losowych za réwne sobie, wyprowadz
z nierownosci CHSH nieréwnosci z twierdzenia Bassa.

18. Niech stanem dwéch czastek bedzie (|00) 4 |11))/+/2. Niech mierzonymi
obserwablami po obu stronach beda operatory spinowe w kierunach oy, ao
i 1, B2 w plaszczyznie XZ. Jak zalezy wyrazenie (3) od katow? Dla jakich
katow jest maksymalnie tamane?

Protokoly kwantowe

0.1 NMR

19. Dokonujemy na ukladzie kwantowym transformacji zaleznej od czasu:
U,.(t) = U(t)¥(t). Jak wyglada Hamiltonian w nowym ukladzie?

Wskazowka: W réwnaniu Schrodingera na W przej$é do W,.. Odp: H,.(t) =
UHU' +h(0,U)U .

Moment magnetyczny umieszczamy w stalym polu magnetycznym B,
wzdhuz osi z. Dodatkowo wlaczamy pole magnetyczne wzdtuz osi x oscylujace
7 czestoscig w o amplitudzie B,.

20. Jak wyglada Hamiltonian uktadu?

Odp:

R
H=—-gB-5S= —gi(Bzaz + cos(wt)B,oy). (4)

21. Jaka jest ewolucja w czasie ukladu jezeli B, = 07

22. Przestranformuj Hamiltonian do ukladu odniesienia wirujacego wzdtuz
osi z z czestoscia w

Odp:
P, = ¢ wlo=/2, H, = —Aw.S, — wS; — w,(cos 2wt S, + sin 2wtS,),

gdzie wprowadzamy oznaczenia: w;, = ¢gB (czesto$¢ Larmora), Awy, = wy —w
(odstrojenie od czestosci Larmora), w, = ¢B,.

W przyblizeniu fali rotujacej (RWA) przyjmujemy, ze otatni, szybko-
zmienny sktadnik usrednia sie do zera.

23. Jak wyglgda dynamika w przyblizeniu fali rotujgcej w uktadzie obracajg-
cym sie?

24. Jak wyglgda dynamika w przyblizeniu fali rotujgcej w ukladzie laborato-
rynym?

25. Dla jakiej czestoSci pola oscylujgcego 0§ obrotu wiasnego spinu jest po-
zioma?



26. Jak wyglada stan Gibbsa dla spinéw w statym polu magnetycznym B,”
Biorac pod uwage ze w sytuacji laboratoryjnej BAE ~ 107°, przybliz ten
stan wyrazeniem liniowym w Hamiltonianie.

27. Na stan Gibbsa dziatamy Hamiltonianem (4) przez okres czasu w,t = /2
a nastepnie wylaczamy oscylujace pole poprzeczne. Jaki jest stan ukladu po
wylaczeniu pola poprzecznego i jak on ewoluuje?

Mamy do dyspozycji oscylujace pola wytwarzane przez cewki wzdtuz osi
X 1Y. Przy pomocy sekwencji pulséw w tych kierunkach o réznych czasch
trwania mozna (poprzez wybér odpowiedniej czestotliwosci) wykonaé¢ dowol-
ng operacje SU(2) na wybranym jadrze.
28. Pokaz, ze obroét stery Blocha wokot osi Z mozna zrealizowaé jako:
e—ithZ/h _

—i3 S0 /hp—iwtSy/h,i% S /h —i3 Sy /h iwtSs /h i Sy/h

(& =€

W poprzednim semestrze udowodniliSmy, ze dowolna operacje z grupy
SU(2) mozna przedstawic¢ jako:

. ’r‘ —S .
ew‘az-[s T]-elﬁgz, r? st =1

. 7, 7 ierz W powyzsz, ZWinieci zna zrealizowac
29. Pokaz, ze druga macier: owyZszym rozwinieciu mozna zrealizowac
jako e

30. Jak roztozy¢ dowolna macierz SU(2) za pomoca ciagu impulséw wzdtuz
osi X,Y o roznych diugosciach?

31. Jakie impulsy nalezy zastosowac by zrealizowac¢ bramki:

T
7o)

Bramki dwuqubitowe Zeby zrealizowaé¢ bramke dwuqubitows potrze-

bujemy oddziatujacych qubitow. Do Hamiltonianu dodajemy czton oddzia-
tywania: —dS(Zl)S(ZQ) (oddziatywanie dipolowe, uproszczone).

1. Hadamarda

2. NOT

32. Jak zmienig si¢ stany energetyczne i czestotliwosci linii w widmie NMR
gdy uwzglednimy takie oddzialywanie?

33. Zalézmy, ze uklad w stanie |00) otrzymal impuls w/2 wokél osi Y o
czestosci rezonansowej jadra 2. Nastepnie oba spiny ewoluuja ze swobodnym
Hamiltonianem. Jak wyglada zaleznos¢ czasowa stanu obu spinéw podczas
swobodnej ewolucji?

Odp. ¥(t) =10) ® %(|0>6—ihdt + |1)eihdty
34. Jak wyglgda ta sama ewolucja, gdy startujemy ze stanu |10) %
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Odp. ¥(t) =10) ® %(|0>€ihdt §[1) ety

35. Jezeli po podzialaniu impulsem 7 /2 wzdtuz osi Y odczekamy czast = 7

i podzialamy impulsem —7/2 wzdluz osi X to jaka unitarna operacje na
dwoch qubitach zrealizujemy?

36. Udowodnij, ze dowolna operacje unitarng na dwéch qubitach mozna zre-
alizowac za pomoca,

Ztacza Josephsona

37. W punktach po dwéch stronach zlacza funkcja falowa jest réwna odpo-
wiednio /p1e’t i \/p2€'??. Réwnania Schrodingera:

1hoV, = U1V, + KV,
ihat\lfg = U2\Ij2 + K\Ill

Zalozmy, ze do ztacza przylozone jest zewnetrzne napiecie V', Uy — Uy = 2eV/,
cechujemy by Uy = —U,. Wyprowadzi¢ prawa Josephsona:

I =1.sin A8
2e
(9t9 - —ﬁV

38. Dodatkowo przez ztacze ptynie prad zewnetrzny —I,. Zlacze ma pojem-
nos¢ C. Z praw Josephsona wyprowadzic¢ réwnanie: 839+%%(—Iz+[c sinf) =
0 (zakladamy, ze moduly funkcji falowych zmieniaja si¢ pomijalnie mato).

39. Pokazac¢, ze powyzsze réwnanie jest rownaniem FEulera-Lagrange’a dla
2
funkcjonatu L(A(t)) = € ( h’) (8:0)* + L (I.cos 6 + L.6).

2 \ 2
Wyraz %IO cos § nazywa sie energia Josephsona.

40. Dla powyzszego funkcjonatu znalez¢é ped i Hamiltonian. Pokazaé, ze m =
hN, gdzie N jest liczba par Coopera w elektrodzie. Skwantowac¢ powyzszy
Hamiltonian biorac m = %89

Rozwazamy SQUIDa - petle nadprzewodzaca rozdzielong ztaczem Jose-
phsona. Przez petle przechodzi strumienn magnetyczny ¢

41. Z réwnania cigglosci dla prawdopodobienstwa i réwnania Schrodingera
wyprowadzi¢ wzor na prad prawdopodobienstwa:

1

1= " 50m)

[\IJ* (?V + 2€A> U+ c.c.]

(wykorzystaé¢ cechowanie V - A = 0)

42. Wewnatrz nadprzewodnika, daleko od jego powierzchni, nie istnieje pole
magnetyczne ani prad, a rozklad tadunku jest jednorodny. Stad wyprowadzié¢
zaleznosc: A = —Z—ZVG.



43. Wyraz strumienn przez petle poprzez calke z A po konturze wewnatrz
nadprzewodnika.

44. Jaka relacja wiaze strumien przez petle z réznica faz na ztaczu?
Rozwazamy petle nadprzewodzaca z dwoma ztgczami Josephsona.

45. Jak zalezy strumien przez petle od réznic faz na ztaczach? Jak zalezy
energia Josephsona petli od réznic faz na ztaczach? Jak zalezy prad?



