Klasyczna teoria informacji

. Mamy monete dajaca wyniki z prawdopodobienstwami (i, %) Zmajdz liczbe
srednig pytan na wynik w optymalnym systemie identyfikacji potrzebna do
zidentyfikowania wyniku losowania gdy pytamy o jeden, dwa lub trzy wyniki

jednoczesnie.
. Oblicz informacje Shannona H dla tego Zrédta.

. Narysuj wykres funkcji H na zbiorze rozktadéw prawdopodobienstwa bitu.
Pokaz ze ma maksimum w rozktadzie maksymalnie mieszanym i ze jest wy-
pukta.

. Pokaz, ze H(X,Y) < H(X)+ H(Y) (subaddytywnos¢ informacji). Udowod-
nij, ze rownos¢ zachodzi tylko dla zmiennych niezaleznych.

. Wynik pomiaru rzutu moneta (i, %) przesytamy klasycznym kanatem infor-
macyjnym o macierzy

Ile nie wiemy o X, jezeli znamy wynik Y?

OO [
DO [0 [ =

. Pokaz, ze >, P(y;)H(Y|y;) ($rednia informacja o X jezeli znamy Y') jest
réowna H(X,Y) — H(Y). Oznaczamy te wielosé jako H(X|Y).

. Pokaz na diagramie Venna zalezno$¢: H(X,Y,Z) + H(Y) < H(X,Y) +
H(Y, Z) (silna subaddytywnosé). Kiedy zachodz réwnos¢? (odp. dla tancucha
Markowa)



Uklady dwupoziomowe

Uktady dwupoziomowe - odpowiedniki klasycznych bitow. Dwuwymiarowa
przestrzen Hilberta.

1

e spin 5

e foton - polaryzacja

e atom dwupoziomowy (reguty wyboru, przejscia zabronione, ogranicze-
nia energetyczne)

Wektory stanu, obserwable i liczenie prawdopodobienstw

Obserwabla - operator hermitowski (AT = A) odpowiadajacy mierzonej wiel-
kosci fizycznej.

Kazda macierz hermitowsks mozna zapisaé jako A = UTDU, gdzie U - ma-
cierz przejécia do bazy wtasnej, D - macierz diagonalna. Wartosci wtasne
odpowiadajg mozliwym wynikom pomiaru.

Rozktadamy wektor stanu w bazie wtasnej obserwabli: ¥ = ¢ Wy 4 coWs.
lc1]? + |e2)® = |¥] (tw. Pitagorasa). Kwadrat modutu wspotezynnika roz-
winiecia przy wektorze wlasnym jest prawdopodobienstwem, ze w wyniku
pomiaru uzyskamy odpowiadajaca mu warto$¢ wtasng. Suma prawdopodo-
biefistw jest réwna 1, dlatego |U| = 1.

Zbior wektoréw stanu = S* (unormowane wektory w dwuwymiarowej zespo-
lonej p. liniowej).

Operator spinu: S = %[Ux, oy, 0., gdzie:

S 0 1 o 0 —i S 1 0
010 Yo ldio 0 =10 -1
Operator spinu w kierunku wektora jednostkowego 71 jest rowny 7 - S.

1. Znajdz operator spinu w kierunku wektora:
e (1,1,1) e (2,1,0) e (0,3,-2) e (—1,0,1)

2. Wyznacz kierunek w ktorym mierzymy skladowq spinu przy uzyciu opera-
tora hermitowskiego:

Tl 1,1, ol i
® |1 ! 1; 1 +1§Z ] b \/57, \/51 ]
L2728 71 L~V T2
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3. Uklad jest w stanie opisanym wektorem W = N ; 1, gdzie N jest czyn-

nikiem normalizacyjnym. Z jakim prawdopodobienstwem zmierzymy S, =
—g, Sy = g? Analogicznie:
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Po pomiarze nastepuje kolaps funkcji falowej - wektor stanu staje sie
wektorem wlasnym mierzonej obserwabli odpowiadajacym wartosci wtasnej,
ktora byta wynikiem pomiaru.

(1) . Co bedzie wynikiem pomiaru rzulu spinu na
kierunek z? Jakie bedq prawdopodobienstwa wynikow pomiaru rzutu spinu na
kierunek y?

Jezeli pomiar S, dat —g, jak wyglgda po pomiarze wektor stanu? Jakie bedg

teraz prawdopodobienstwa pomiaru rzutu spinu na kierunek z?

4. Uklad jest w stanie

Jezeli obserwable nie komutuja ([S,,S.] # 0 = ich mnozenie nie jest
przemienne), to nie maja tej samej bazy wtasnej i dlatego nie jest mozliwa
sytuacja, by pomiar obu tych wielkosci dawat jednoczesnie okreslong wartosc.

Projektory i sfera Blocha

Fizyczne znaczenie majg tylko prawdopodobienstwa pomiaréw i wartosci
wtlasne obserwabli (ktére mozna wyznaczy¢ znajac prawdopodobienstwa. Wzor
na prawdopodobienstwa otrzymania wyniku odpowiadajacego wektorowi wta-
snemu ¥y wyglada tak: p; = [(U]W)[> = (0| W) (V| D)

Zauwazmy, ze jezeli pomnozymy wektor stanu przez czynnik fazowy e,
zadne z prawdopodobienstw si¢ nie zmieni. Wiele wektorow stanu reprezen-
tuje ten sam stan. Stan uktadu jest opisywany jednoznacznie przez |W;) (V|
czyli projektor na kierunek wektora ;.

Zmajdzmy projektor odpowiadajacy wektorowi stanu ¥ = l Z 1:

+ | aa” ab*
v = l ba* bb* ]

Wiemy, ze aa* + bb* = 1. Niech aa® — bb* = z, a 2ab* = x —iy. Wtedy mozna
zapisa¢ ten projektor jako:

1142 o—iy

2 [ x4y 1-— ] ’ ()
Yy z

Macierz postaci (1) jest projektorem wtw gdy jej wyznacznik jest réwny 0.

5. Jaki warunek muszq spetnia liczby x,y,z by macierz (1) byla projekto-
rem?



Zbiér projektorow jest zatem dwuwymiarows sferg, nazywang sferg Blo-
cha. Po utozsamieniu ze sobg wektoréw stanu roznigcych sie o czynnik fazowy
otrzymujemy zbiér projektoréow, zatem S®/S! = S? (1 wiazka Hopfa).

6. ZnaleZé¢ polozenie na sferze Blocha standéw reprezentowanych przez wekto-
ry:

o] sl

7. Udowodnié, ze prostopadle wektory stanu reprezentujq stany antypodyczne
na sferze Blocha.

8. Jaki jest wzor na prawdopodobienstwo zmierzenia wartoSci odpowiadajg-
cej projektorowt Py na wektor wtasny, gdy stanem uktadu jest projektor P?
Wyraz wynik poprzez kqt pomiedzy wektorami na sferze Blocha.

Z fizycznego punktu widzenia interesuja nas stany bitu nie {0,1}, ale
[0,1] - np. po przejéciu przez zaszumiony kanal bit o okreslonej wartosci
staje sie mieszaning statystyczna stanu 0 i stanu 1. Podobnie w przypadku
kwantowym, dopuszczalnymi stanami sg tez mieszaniny statystyczne standéw
czystych, czyli punkty we wnetrzu kuli Blocha lezace na linii taczacej dwa
stany czyste.

Stan mieszany moze by¢ roztozony na wiele sposobow jako mieszanina
stanéw czystych. Jeden z tych rozktadow jest wyrdzniony - jest to rozktad
spektralny. Mierzac stan za pomoca obserwabli o bazie wtasnej takiej ja-
kg ma stan mozemy przesyta¢ za jego pomoca maksymalng ilos¢ informac;ji -
minimalna nieoznaczonosé. Srodek kuli reprezentuje stan maksymalnie zmie-
szany - nie moze by¢ on nosnikiem zadnej informacji - jakikolwiek rozktad
na dwa stany czyste daje wspétczynniki kombinacji (1/2,1/2) - maksymalna
nieoznaczonosc¢.

9. Dla projektorow:
B 3/4 /3i/4 B 1/4 /3i/4
Pl_[—\/gi/él 1/4] PQ_l—\/Ez'/zx 3/4]

znaleZc ich polozenie na sferze Blocha. ZnaleZé macierz stanu mieszanego
p =1/2P,+1/2P; oraz jej potozenie w kuli Blocha. ZnaleZé rozklad spektralny
stanu p 1 potozenie stanow czystych z tego rozkiadu na sferze Blocha.

10. Dla projektorow:
B 3/4 /3i/4 B 3/4 —/3i/4
Pl_l—\/ﬁ@'/zl 1/4] P2_[\/§i/4 1/4]

znaleZé ich polozenie na sferze Blocha. ZnaleZé macierz stanu mieszanego
p =1/2P,+1/2P, oraz jej polozenie w kuli Blocha. ZnaleZé rozklad spektralny
stanu p 1 potozenie stanow czystych z tego rozkiadu na sferze Blocha.
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Dynamika unitarna uktadu dwupoziomowego

Rozwazmy teraz grupe operacji przeprowadzajacych stany czyste w stany
czyste. Operacja taka przeksztalca wektor stanu zawsze w inny wektor sta-
nu: ¥ — UV, zachowuje zatem norme w przestrzeni Hilberta.

W przestrzeni R™ operacje zachowujace dtugos$é tworza grupe O(n) (grupa
operacji ortogonalnych), w ktorej wyrézniamy podgrupe zachowujaca orien-
tacje SO(n) (specjalne ortogonalne). Zachowywanie normy wektora prowadzi
do warunku OTO = I. Oznacza on, ze kolumny tej macierzy sa do siebie pro-
stopadte i majg dtugos¢ 1. Macierz ortogonalna jest zatem macierza przejscia
do nowej bazy ortonormalne;j.

Analogicznie, w przestrzeni C" operacje zachowujace norme wektora two-
rza grupe przeksztatcen unitarnych U(n) (zawiera sie w niej podgrupa SU(n)
- specjalne unitarne). Okresla ja warunek UTU = I. Oznacza to ze kolumny
macierzy maja dltugosé 1 1 sa do siebie prostopadte.

11. Pokazaé, Ze dowolny element grupy SU(2) jest postaci:

r —S
g* r*

Jaki zbior tworzg macierze unitarne?
et

0 e
efekt jej dziatania na ogdlny wektor stanu. Jak transformuje sie projektor na
ten wektor?

12. Sprawdzié, ze macierz 12 jest macierzq unitarng. Sprawdzié

Wynik zadania pokazuje, ze operacja dla ¢ = 7 dziata jak identyczno$é na
zbiorze projektoréw. Zatem grupa SU(2) jest dwukrotnym nakryciem grupy

SO(3).

13. Pokazaé, Ze jezeli macierz A jest hermitowska to macierz exp(iA) jest
unitarna. (wykorzystujemy fakt, Ze iloczyn eksponentow jest eksponentem su-
my, jezeli argumenty komutujq. Jezeli nie komutujq, to nie mozna juz tak
zrobié, o czym przekonamy sie pézniej.)

Macierz hermitowska A jest generatorem operacji e*4. Generatory tworza
przestrzen liniowg. Jest to algebra liego u(2) grupy liego U(2).

14. Dla macierzy 04,0y, 0, znaleZé exp(io,), exp(ioy), exp(io,) poprzez roz-
wintecie w szereq funkcyi exp.

Dowolng macierz hermitowska mozna przedstawi¢ w postaci jej rozwinie-

cia spektralnego: A = UT l 8 2 1 U.

15. Pokazaé, ze A" = UT [ % bg ] U

16. Pokazad, ze dla kazdej funkcji rozwijalnej w szereg f(A) = Ut [ 0  f(b) ] v
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17. Rozwigzaé w ogolnoSci rownanie Schrodingera:

dv
th— = HV
dt
18. Czgstka o spinie 1/2 znajduje si¢ w polu magnetycznym B. Jak wyglgda
dynamika na sferze Blocha? Gdzie sq biequny osi obrotu, jaka jest czestosé
(oscylacje Raabiego)?

19. Jak wyglgda ewolucja Hamiltonowska dla stanéw mieszanych (wnetrze

kuli Blocha)?

Polaryzacja fotonu i operacje na niej

20. Pokaz, Ze zbiorem moZliwych polaryzacji fali Swietlnej jest S*/S*, podob-
nie jak dla zbioru stanow czystych qubitu. Sfera otrzymana w tym przypadku
nazywana jest sferqg Poincare.

21. Pokaz, Ze dowolny bezstratny dzielnik wigzki dziata jak operacja unitarna.

22. Pokaz, ze dowolng operacje z grupy SU(2) mozna przedstawic jako:

eiozaz . r =S X eiﬁoz
S T

23. Pokaz, ze macierz obrotu o kgt ¢ mozna przedstawic jako v/ NOTTe_i‘Wz NOT,
gdzie
1 1 4
ot =G 1]

24. Pokaz, zZe operator / NOT jest (z dokladno$cig do operacji zmiany fazy
wzglednej) obrotem o 45° wokdt kierunku propagacii.

25. 7 trzech poprzednich zadan wynika, Ze dowolng operacje SU(2) mozna
przedstawié jako €= - /N OT e~i9o=/NOT - e'ho=

gdzie NOT = e "/47=0(r/4)e™ /4= Regqulowang zmiang fazy wzglednej
pomiedzy sklgdowymi polaryzacyi osigga sie przez requlowane Scisniecie Swia-
ttowodu w kierunku jednej ze sktadowych. W jaki sposéb przez sciskanie swia-
tlowodu mozna zrealizowaé dowolng operacje unitarng na polaryzacjach?



Iloczyn tensorowy

Klasycznie - jezeli uktad sklada sie z podukitadéw n i m poziomowego, to
caly uktad ma nm pozioméw. W przypadku kwantowym jego przestrzen
Hilberta bedzie nm wymiarowa, czyli jej wymiar bedzie iloczynem wymiarow
przestrzeni Hilberta poduktadow. Przestrzen taka tworzy sie poprzez iloczyn
tensorowy. Jezeli {eq, - - e,} bedzie bazg pierwszej przestrzeni, a {f1, - fin}
drugiej, to iloczyn tensorowy jest napinany przez n x m wektoréw:

C" ® C™ = span{e; ® f;}

[loczyn tensorowy dwboch wektoréw jest rowny: [uy, -« , Uy & [vg, -+ o] =
[Ul'Ul, ULV, U2V, 0, U2Uy, » 7unvm]-

26. Oblicz wspotrzedne wektoréw:
o [1,-1]®]0,1]
o [1,2] ® [i, 1]
e [0,1]®[0,1]
e [1,3,i| ®[1,i,—1]
e [1,2]®[i,3] ® [4, —1]

Nie kazdy wektor w iloczynie tensorowym dwoch przestrzeni Hilberta
moze by¢ przestawiony jako iloczyn tensorowy dwoch wektorow!

27. Pokaz, ze ponizszych wektorow nie da sie przedstawic jako iloczyn tenso-
rowy dwoch wektorow:

e [1,0,0,1] € C2 @ C?
o [1,i,i,1] € C2® C2

Twierdzenie Schmidta: Kazdy wektor w C" ® C™ mozna przedstawic¢
jako >, pwie; ® f;, dla pewnych baz ortonormalnych {e;} i {f;} i pewnych
wspotezynnikach, dla ktorych 3o, [u]? = 1.

28. Jak wyglgda rozwiniecie Schmidta dla pierwszego przykiadu z poprzed-
niego zadania?

[los¢ wspoétezynnikow w rozwinieciu Schmidta okresla rzad Schmidta
wektora. Jest on mniejszy rowny od wymiaru mniejszej przestrzeni w iloczy-
nie tensorowym r(¥) < min{n, m}. Najlatwiej go znalez¢, uktadajac wspot-
rzedne wektora w macierz i obliczajac jej rzad:

o dla ¥ eC*®C? r([l,—i,—i,l]):r[ L _21:2

—1 1
1 @ —i
o dla¥ e C*@C*, r([1,i,—1,2,i,—1,2,-24,0,3i,4,0)) =r | i —1 2
2 20 —3i
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29. Obliczyc rzqd Schmidta wektoréw:
o U=[1,i,-1,1] € C>?®C?
o U =[1,-i,—14,2,2,—2i,—2i,4 € C*x C*

Rzad Schmidta nie jest dobrze okredlony dla wiekszej liczby poduktadow
[loczyn skalarny macierzy A i B definiujemy jako:

GHB tee alnB

A® B = : :

amB - apnB

30. Oblicz iloczyny skalarne macierzy: 0, @ 04, 0y Q 0,, 0, R 0y, 0, X 0.
Mnozenie iloczynéw tensorowych: (A ® B) x (C ® D) = (AC) ® (BD,).

31. Oblicz komutator [0, ® I,1 ® o,].

Operacje unitarne postaci U; ® Us nazywane sa operacjami lokalnymi.

32. Pokaz, ze generatorem operacji lokalnych jest +(Hy ® I + 1 ® Hy).
Odp.

[3

e~ 7 (FN@I+I®Hz) _ 67%H1®IX67%I®H2 _ 67%H1®[X[®67%H2 _ e’%m@e’%fb

Zatem jezeli Hamiltonianem uktadu jest H; ® [ + 1 ® H,, to ewolucja obu
poduktadéw odbywa si¢ niezaleznie. Wtedy wektory wlasne Hamiltonianu sa
produktowe. Jezeli w Hamiltonianie jest czton oddziatywania, to tak juz by¢
nie musi.

33. Rozwazimy Hamiltonian dwdch czqstek o spinie 1/2, sprzegajacych sie ze
sobg magnetycznie. Klasycznie energia oddziatywania jest rowna E = —gSi -
Sy. Jak wyglegda Hamiltonian kwantowy? Zapisz jego macierz i dokonaj jej
diagonalizacji. Jakie sq jej wektory wlasne? Czy sq one produktowe?

Odp. Operator energii jest réwny —ghf(ax QRo,+0,@0,+0,Q0,). Jego
macierz jest réwna:

1 0
Rlo —1
Iy lo 2

0 0

0

2

4 -1
0

_ o O O

Ma ona wartosci wtasne —9%2(—3, 1,1,1). Wartosci wtasnej 1 odpowiadaja
w.wlasne e; ® e1,e9 ® es,61 ® €5 + €3 ® €1, natomiast wartosci wtasnej —3
odpowiada wektor wlasny e; ® e — €3 ® €.

34. ZnajdZ macierz gestosci catego ukladu, jezeli poduktady nie sq skorelo-
wane a ich stany sq dane przez macierze gestosSci:

A

co=[ 2 18)



Odpowiada to znalezieniu rozktadu tacznego dla niezaleznych zmiennych
losowych. Jezeli zmienne losowe nie sa niezalezne, to wiele roznych rozkta-
déw moze prowadzi¢ do tych samych rozktadéw brzegowych, np. dla dwoch
bitéw rozktady [1/2,0,0,1/2] oraz [1/4,1/4,1/4,1/4] prowadza do tych sa-
mych rozktadéw brzegowych. Majac dane tylko rozktady brzegowe nie mamy
wiedzy o korelacjach pomiedzy zmiennymi.

Slad czeSciowy Majagc dany stan dwoch qubitéw, stan kazdego z nich
otrzymujemy biorac slad czesciowy po drugim poduktadzie, co odpowiada
wysumowaniu >_; p;; W klasycznym rachunku prawdopodobienstwa. Kwan-

towo:
p1 = Trop = 3 dirpijr P2 = Trip =25 0pijm
11,11 Q11,12 Q12,11 A12,12
p= Q11,21 Q1122 A1221 A1222
21,11 A21,11 A21,21 (421,22
(2211 Q2212 A2221 A2222
L= a11,11 + Q1122 Q12,11 + Q12,22 | a11,11 T ag11 Q11,12 + G2212
L= =
a21,11 + G2122 2211 + Q2222 a11,21 + G221 G11,22 1+ Q2222

35. Znalezé stany podukladow dla stanu catego uktadu:

[1/3 0 1/5 0
o0 e 0
P=11/55 0 1/6 0
0 —i/5 0 1/3

[1/4 0 0 a
1/3 b 0
b 1/3 0
a0 0 1/6

°
s
I

oo

36. ZnaleZé stan uktadu dwoch qubitow reprezentowany przez wektor stanu
1/v/2[1,0,0,1])7. Znalezé stany poduktaddw.

Stan uktadu jest stanem czystym, zatem jest dobrze okre$lony. Stany
poduktadu sg maksymalnie mieszane, czyli nie zawieraja w sobie zadnej in-
formacji. Paradoks kwantowy - suma informacji zawartej w uktadzie moze
by¢ wieksza niz suma informacji zawartych w poduktadach. Klasycznie jest
to niemozliwe: S(X +Y) > max{S(X), S(Y)}.

37. Znajdi wszystkie puryfikacje macierzy gestosci danej przez rozklad na
kombinacje stanow czystych.

38. Znajdz wszystkie rozktady macierzy gestosci na kombinacje stanow czy-
stych.



Uklady otwarte

Kanaly kwantowe

Klasycznie - kanatl to odwzorowanie stochastyczne przeprowadzajace kazdy
rozktad prawdopodobienstwa w inny rozktad prawdopodobienstwa.

39. Udowodnic, zZe macierz kanatu jednobitowego ma wszystkie elementy nie-
ujemne i suma wyrazow w kazdej kolummnie jest rowna 1.

Odp. Rozktady [1,0] i [0, 1] przechodza pod dziataniem kanatu odpowied-
nio na pierwsza i druga kolumne macierzy. Musza by¢ one rozktadami praw-
dopodobienstwa, zatem suma wyrazow w kolumnie jest rowna 1 i sg one
nieujemne. Dowolny inny rozktad przejdzie na kombinacje wypukta tych ko-
lumn, zatem na pewien rozktad.

Kwantowo - kanal przeprowadza macierze dodatnie na dodatnie, zacho-
wuje $lad oraz spelnia pewien dodatkowy warunek: rozwazmy wickszy uktad
ztozony z naszego uktadu i jakiegos innego. Na ten wickszy uktad bedzie
dziatal kanal ® ® I, i on réwniez musi zachowywa¢ dodatnios¢ stanu uktadu.

Dowolny kanal mozna zapisac¢ jako

B(p) =3 Aip] )

gdzie >, AIAi = I (rozwiniecie Krauss-Choi).

40. Pokazaé, ze dowolna operacja unitarna na stanie n @ p uktadu ztoZonego
nasz uktad+otoczenie po wysladowaniu otoczenia ma postaé¢ Kraussa.

41. Pokazaé, zZe dwie reprezentacje kanatu Y, AZ»pAZT oraz’y.; B,‘/OBZT sq sobie
réwnowaine <= B; =3 ;U;j;A;, gdzie U jest macierzq unitarng (wykorzy-

sta¢ fakt, e AXB = (BT @ A)X).

42. Podac przyktad kanatu, ktory potrafi zamieni¢ stan czysty w stan mie-
szany (czego mie zrobi Zadna operacja unitarna).

Odp. Np Ay = \[1/21, Ay = ,/1/20,.

43. Pokazaé, zZe kazdy kanal, dla ktorego diugosé sumy (2) wynosi jeden, jest
obrotem unitarnym.

44. Jak jednoqgbitowy kanal kwantowy ®(p) = (1 — p)AOpA$ + pAipAl, gdzie
Ag =1, a Ay = o, dziala na punkty sfery Blocha w zaleznosci od wartosci
parametru p?

Jezeli zamiast o, wezmie si¢ o, lub o,, otrzymamy kanaly dziatajace tak
samo, ale wzdtuz innych osi.

Powyzszy kanat odpowiada zanikaniu elementéw pozadigonalnych w pew-
nej wyrdznionej bazie (phase damping). Jest to niszczenia korelacji kwanto-
wych przez oddziatywanie z otoczeniem. Dla p = 1/2 sfera Blocha redukuje
sie do srednicy - pewnego zanurzenia zbioru stanéw bitu w zbior standéw
qubitu.
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45. Jak jednogbitowy kanal kwantowy ®(p) = (1 — ?ij)AopAg + %(ALOAJ{ +
AgpAg + AgpAg), gdzie Ay = I, Ay = 04, Ay = 0y, a Ay = 0, dziala na
punkty sfery Blocha w zaleznosci od warto$ci parametru p?

Taki kanal nazywa si¢ kanatem depolaryzujacym. Ma on réwniez odpo-
wiednik klasyczny. Dla p = 1 odwzorowuje kazdy stan w stan maksymalnie
mieszany. Opisuje niszczenie informacji przez szum.

46. W jaki sposob dziata kanat qubitowy zadany przez operatory Kraussa:
_ 1 0 o 0 V7
EO_\/Z_)[O \/m] El_\/ﬁlo 0]’
o VI=7 0 A1 0 0],

Kanal taki odpowiada termicznemu opadaniu na stan Gibbsa.

47. Kanal z poprzedniego dziatania dziala na macierz w reprezentacyi Blocha
w nastepujgcy sposob:

1[ 142 x—iy]l[%v—l—(l—v)(l—{—z) V1—7(z —iy)
r+iy 1—z V1—=7(z+iy) =2py+ (1 —2)+v(1+2)

2
Stanem stacjonarnym tego kanalu jest stan Gibbsa. Jak temperatura tego
stanu zalezy od p?

2

Pomiar uogoélniony

kanal kwantowy
stan kwantowy — stan kwantowy

pomiar | T przygotowanie

kanal klasyczny
— stan klasyczny

stan klasyczny

Pomiar von Neumanna (PV measure): {P;, \;}, {P;} - zbiér projektoréw

sumujacych sie¢ do 1 Pomiar uogélniony (POV measure): {E;, \;}, >, E; = 1,
E; - operatory dodatnie.

48. Zaloimy, ze na uklad dziatamy kanatem kwantowym. Nastepnie dokonu-
jemy pomiaru von Neumanna na uktadzie. Pokazaé, zZe taka procedura odpo-
wiada pomiarowi POVM dla stanu uktadu na poczgtku takiej procedury.

49. Podaé przyktad dajgcego dwie wartosSci pomiaru uogolnionego, ktory nie
jest pomiarem von Neumanna.

50. Wyobrazmy sobie, Ze klasyczne bity kodowane sq za pomocg standéw fo-
tonow o nieortogonanych polaryzacjach Vi i Wy, Jak nalezy dobraé pomiar
POVM, zeby zminimalizowaé prawdopodobienstwo blednego odczytu bitu (przy
zalozeniu Ze 0 1 1 nadawane sq z rownym prawdopodobienstwem,)?

51. Jak zmieni sie pomiar optymalny, jezeli 0 i 1 bedq sie pojawiaty z roznymi
prawdopodobienstwami?
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52. ZnajdZ pomiaru uogdlniony dajgcy trzy wartosci (Vy, Wq, nie wiadomo)
w ten sposob, by przy wynikach innych od “nie wiadomo” miato sie pewnosé
poprawnosci odpowiedzi. Znajdz taki, dla ktorego prawdopodobienstwo odpo-
wiedzi “nie wiadomo” bedzie minimalne, przy zatoZeniu zZe 0 i 1 nadawane sq
z rownym prawdopodobienstwem.

53. Jak zmieni sie pomiar optymalny, jezeli 01 1 bedq sie pojawiaty z roznymi
prawdopodobienstwami?

54. Przeanalizuj dziatanie uktadu pomiarowego jak na rysunku.

AT AT
/ i
L
-T1/2
1]
m
1@ -r/2 ]
0 /2

Jaki pomiar POVM realizuje ten uktad?

55. W jaki sposob lgczqc powyzsze ukiady @ operacje unitarne zrealizowac
dowolny POVM uktadu dwupoziomowego?

56. Zrealizuj POVM z zadania.
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Kwantowa teoria informacji

Entropie von Neumanna definiujemy jako S(p) = —Tr(plog, p). W poniz-
szych zadaniach wykorzystywaé bedziemy nieréwnosé Kleina: Vo S(p) <
—Tr(plog, o), a rébwnosé zachodzi tylko dla o = p.

57. (Subaddytywnosé)

Udowodnij, ze S(p*P) < S(p?)+ S(p?), a réwnosé zachodzi tylko gdy p*P =
A o B

PR pT.

58. Udowodnij, ze jezeli pAP jest stanem czystym, to S(p?) = S(p?).

59. Udowodnij, ze jezeli {|i)} jest bazq ortonormalng, to S(3; pi|i) (1| @ pi) =
H(p;) + > piS(pi). Jezeli stany |i)(i| @ p; nie majg ortogonalnych nosnikow,
to rownosSc¢ ta przechodzi w <, a roznica tych dwoch wielkosci nazywa sie
ograniczeniem Holevo.

60. (Wypuklosé)

Udowodnij, ze S(32; pipi) = > piS(pi)-

61. Wykonujemy pomiar von Neumanna na macierzy gestosci i nie pozna-
jemy jego wyniku. Udowodnij, zZe po takiej sytuacji entropia von Neumanna

nigdy nie zmaleje, a pozostanie rowna tylko jezeli pomiar odbyl sie w bazie
wlasnej.

62. Udowodnij, Ze po pomiarze uogolnionym entropia von Neumanna moze
zmaleé. Rozwaz POVM na 1 qubicie dany przez Ey = (0)(0] i By = |0)(1].

63. Udowodnij twierdzenie o nieklonowaniu stanow kwantowych: nie istnieje
urzgdzenie ktore wyprodukuje dla kazZdego stanu dziala tak: ¢ — ¢ ® .
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Pojemnos¢ kanatu

Informacje przestana w kanale definiujemy jako zysk informacji o zrodle,
jezeli znamy wynik na konicu kanatu. Jest ona réowna H(X) — H(X|Y) =
HX)+HY)-H(X,Y)=H(Y)— H(Y|X). Oznaczamy ja jako I(X :Y)
i nazywamy informacja wzajemna.

Przez pojemno$¢ kanalu informacyjnego (channel capacity) nazywamy
jego zdolnos¢ do przesytania informacji:

A) = I(X:AX
C(A) = max I(X : A(X))
Dany kanat wykorzystujemy w sposob optymalny, jezeli rozktad prawdo-

podobienstwa dla alfabetu w kodzie Zrédta jest rozktadem na ktérym powyz-
sza wielko$¢ osigga maksimum.

64. Oblicz pojemnosé jednobitowego symetrycznego kanatu informacyjnego
(kazdy bit z réwnym prawdopodobienstwem € zmienia wartoscé).

65. Oblicz pojemno$é cyklicznego kanafu informacyjnego (macierz kanatu
jest cykliczna, na diagonalach stojg te same wartosci) dla n-znakowego alfa-
betu wejsciowego.

W przypadku przesytania informacji klasycznej kwantowym kanatem in-
formacyjnym wzor na pojemnosé¢ daje twierdzenie HSW (Holevo, Schuma-
cher, Westmoreland):

C) = e [S(Z ) - E iS00

Pi,pi

66. Oblicz pojemno$é 1-qubitowego kanatu depolaryzujgcego: A(p) = €l /2 +
(1= €)p.

67. Oblicz pojemnosé 1-qubitowego kanatu phase damping:

Alp) = P11 VP12
(v) [’7021 P22
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