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1 Rachunek prawdopodobienstwa

Obliczy¢ srednig i wariancje rozktadu Bernouliego

Wykona¢ przejscie graniczne p — 0, N — oo w rozktadzie Bernouliego przy
zachowaniu staltej wartosci §redniej: A = Np = const (powinien wyjs$¢ rozklad
Poissona)

Obliczy¢ srednig i wariancje rozktadu Poissona

Obliczy¢ srednig i wariancje rozktadu prostokatnego, ktory nie zeruje sie na
przedziale [0, a].

Obliczy¢ érednia i wariancje rozktadu trojkatnego, ktory osigga maksymal-
ng warto$¢ w zerze i jest niezerowy na przedziale (—a,b) (zbiér na ktorym
rozktad nie zeruje sie nazywa sie no$nikiem rozktadu).

Pokazaé¢, ze wartos¢ $rednia splotu rozkltadéw dwoch niezaleznych zmien-
nych losowych o wartosciach rzeczywistych jest suma wartosci srednich tych
zmiennych losowych: fxg= f 4+ g.

Pokazaé, ze wariancja splotu rozktadéw dwoch niezaleznych zmiennych loso-
wych o wartodciach rzeczywistych jest sumg wariancji tych zmiennych loso-

wych: o*(f * g) = o*(f) + *(g).

Obliczy¢ splot dwoch zmiennych losowych o rozktadzie Poissona i érednich
odpowiednio Ay i As.

Obliczy¢ splot dwbch rozktadéw prostokatnych o nosnikach [—a, a] i [—b,b].
W objetosci V porusza sie N czastek gazu. W obszarze tym wydzielamy czes¢
o objetosci V;. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

e W objetosci Vi nie ma ani jednej czastki

e W objetosci Vi znajduje sie przynajmniej jedna czastka

e W objetosci Vi znajduja si¢ wszystkie czastki

Czastka w kolejnych przedziatach czasowych wykonuje ruch o okreslona od-
legtos¢ w przdéd lub w tyl, z jednakowym prawdopodobienstwem (btadzenie

1



12.

13.

14.

15.

16.

17.

przypadkowe). Pokazaé, ze rozktad prawdopodobienstwa ze w n-tej chwili
czasowej bedzie ona n krokéow od potozenia poczatkowego wynosi:
nl2="

[(n+k)/2)[(n = k)/2]!

Fu(k) =

Dlan >>11in >> k uzywajac wzoru Stirlinga: Inn! =nlnn —n +v2mn i
rozwiniecia logarytmu w szereg Taylora pokazaé, ze:

P,(k) ~ i(3_1“2/2
™m

(jest to tylko przyblizenie dla matych k, dlatego catka z tego rozkladu nie
jest rowna 1. Trzeba go jeszcze unormowacd)

Jezeli przedzial czasowy trwa to (czas miedzy zderzeniami), a przebywana
odleglo$¢ wynosi g, to ze wzoru z poprzedniego zadania (po unormowaniu!)
wyprowadz rownanie dyfuzji:

1
P(l’, t) — me—x2/4Dt7

oraz wyznacz stata dyfuzji D.

2 Rozklady reprezentatywne makrostanéw i
elementy teorii informacji

W niektorych ponizszych zadaniach przydaje sie uproszczony wzér Stirlinga:
Inn!~nlnn—n

Mamy N rozroznialnych czastek i k stanéw mikroskopowych. Pokazaé, ze
stan makroskopowy realizowany przez liczby obsadzen (nq,...,ny) jest reali-

N! . .
zowany przez .- stanow mikroskopowych.

Zmalezé rozklad reprezentatywny (rozklad realizowany przez maksymalng
liczbe mikrostanéw) dla makrostanu Kg = {(p1,ps,...) : 0 < p, < 1}.
(rozktad réwnomierny)

Zmalez¢ rozktad reprezentatywny dla makrostanu Kp = {(p1,ps,...) : 0 <
o < 1,50 =13, E;p; = E}. (rozklad Gibbsa)

Znalez¢ rozktad reprezentatywny dla makrostanu Ky = {(p1,p2,...) : 0 <
pn < 1,50 = 1Y, hip; = h}. Zmienna losowa h przyjmuje warosci réwne
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kolejnym liczbom naturalnym.

n; nierozréznialnych bozonéw obsadza k;-krotnie zdegenerowany mikrostan.

.. itk —1)! . , . . .
Udowodnié, ze jest % mozliwosci takiego obsadzenia stanu.

Wykorzystujac wynik poprzedniego zadania i dzielagc widmo energii na -
krotnie zdegerowane stany, znalez¢ rozktad reprezentatywny makrostanu Kg =
{(p1,p2,---): 0<p, <L1,X;pi =13, E;p; = E} dla bozonéw (statystyka
Bosego-Einsteina).

n; nierozréznialnych fermiondow obsadza k;-krotnie zdegenerowany mikrostan.

., . . . 7 s . . .
Udowodni¢, ze jest m mozliwosci takiego obsadzenia stanu.
1 7 1)

Wykorzystujac wynik poprzedniego zadania i dzielac widmo energii na i-
krotnie zdegerowane stany, znalez¢ rozktad reprezentatywny makrostanu g =
{(p1,p2,--.): 0<p, <1,>;pi =13, Eip; = E} dla fermionéw (statystyka
Fermiego-Diraca).

Znalez¢é $rednig liczbe pytan, ktorg zadajemy identyfikujac wynik rzutu kost-
ka fatszywa o prawdopodobienstwach scianek (5/8,1/8,1/8,1/8) dla optyma-
nelgo dla tego rozktadu prawdopodobienstwa systemu identyfikacji. Obliczy¢
entropie Shannona dla tego rozktadu.

Zmalezé érednia liczbe pytan, ktéra zadajemy (w optymalnym systemie iden-
tyfikacji) by zidentyfikowaé wynik 1-krotnego, 2-krotnego i 3-krotnego rzutu
falszywa moneta o prawdopodobienistwach (9/10, 1/10). Obliczyé¢ entropie
Shanonna dla tego rozktadu.

Losujemy ze zbioru 3-elementowego, gdzie prawdopodobienstwa kolejnych
wynikow wynosza (8/10,1/10,1/10). Obliczy¢ entropie Shannona dla tego
rozktadu, obliczy¢ érednia liczbe pytan zadawanych przy identyfikacji wyni-
ku pojedynczego losowania, obliczy¢ $rednig liczbe pytan zadawanych przy
identyfikacji wyniku dwukrotnego losowania.

Udowodni¢, ze entropia Shanonna dla rozktadu tacznego dwéch zmiennych
niezaleznych jest réwna sumie entropii rozktadéw brzegowych.
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3 Termodynamika

Znalez¢ rozktad Gibbsa dla gazu doskonatego w pojemniku o objetosci V.
Zmalez¢ rozktad predkosci gazu.

Znalez¢ rozktad Gibbsa dla oscylatora harmonicznego w jednym wymiarze.
Jak wyglada rozklad energii? Jak wyglada rozktad predkosci dla pewnego
ustalonego potozenia drgajacej masy?

Efekt dopplerowskiego poszerzenia linii widmowej - jak wyglada rozktad ob-
serwowanej energii fotonow pochodzacych z jednej linii widmowej dla gazu
w pewnej niezerowej temperaturze? Zaktadamy, ze w temperaturze zera bez-
wzglednego atom emituje fotony o $cidle okreslonej energii.

Jaka jest roznica szerokosci bliskich linii widmowych powietrza pochodzacych
od Ny iod COs.

Wychodzac z sumy statystycznej dla gazu doskonatego:

Z = VN2rmkT

wyprowadzi¢ réwnanie stanu oraz wzor na energie wewnetrzna.

Obliczy¢ entropie termodynamiczna dla rozktadu Gibbsa dla gazu doskonate-
go o temperaturze T'i objetosci V' (na jedna czastke, nastepnie wykorzystujac
niezaleznos¢ czastek dla N czastek).

Wykorzystujac wzér na entropie gazu doskonatego: S/Nk = In(VT3/2) + S,
pokazaé ze zachodzi ogdlny zwiazek: dQ) = T'dS.

Wychodzac z sumy statystycznej dla gazu van der Waalsa:

3N/2 )
Z(3:V.N) = (V — Np)¥ (27;”?) o (mx a>

wyprowadzi¢ réwnanie stanu gazu oraz wzor na energie wewnetrzna.

Znalez¢ wspotezynniki rozwiniecia wirialnego dla gazu van der Waalsa.

Zmalez¢ wspotezynniki rozwinigcia wirialnego dla gazu Berthelota opisanego
rownaniem:

(p+ Tj‘qﬂ) (V- B)=kT
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Zmalez¢ pierwsze trzy wspotezynniki rozwiniecia wirialnego dla gazu Dieter-
rici:

peFy (V- B)=kT

Obliczy¢ ¢, — ¢y dla gazu van der Waalsa.

Obliczy¢ wspotezynnik rozszerzalnosci objetosciowej dla gazu van der Waal-
sa. Dokona¢ rozwiniecia wirialnego tej wielkosci.

4 Magnetyki, kwantowa FS

Znalez¢ zaleznosé magnetyzacji od przyltozonego pola magnetycznego. Gdy
przyblizymy ta funkcje w okolicy zera funkcjg liniowa, to jej wspotczynnik
kierunkowy jest podatnoscig magnetyczna. Pokazaé, ze podatno$¢ magne-
tyczna jest odwrotnie proporcjonalna do temperatury.

Znalez¢ sume statystyczna Z(3) dla modelu Isinga na pierécieniu (oddziaty-
wanie tylko pomiedzy sasiadujacymi spinami, energia oddziatywania spindéw
—J T )

Korzystajac ze wzoru na funkcje korelacji pomiedzy spinami oddalonymi o r
weztow:
shV="(8J)ch"(BJ) + chN~"(BJ)sh" (3.])

sh™(3J) + sh™(8J)

pokaza¢ jak zachowuje si¢ korelacja wraz ze wzrostem odlegtosci migdzy we-
ztami r, gdy liczba spinéw N — oo. Jak zalezy korelacja pomiedzy dwoma
ustalonymi spinami od temperatury?

<318r+1> =

Dwuniciowa czasteczka DNA sktadajaca sie z N par nukleotydéw moze by¢ z
jednego korica rozpleciona (na wskutek braku biatka blokujacego ten koniec).
Para nukleotydéw moze by¢ otwarta tylko wtedy, gdy poprzedzajaca ja para
rowniez jest otwarta. Zamknieta para ma energie 0, a otwarta pewna dodatnia
energie E. Znajdz sume statystyczna dla tego tanicucha (wskazowka - jest
doktadnie N mozliwych stanéw tancucha).

Wykorzystujac wzér na sume statystyczng tancucha jednostronnie otwartego
tanicucha DNA z poprzedniego zadania:

1 — e~ (N+1)E/KT

Zy = 1 — ¢-B/kT
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wyznaczy¢ srednig liczbe otwartych ogniw w temperaturze T' << E/k.

Pokazac, ze dla operatora a zdefiniowanego wzorem:
(3 + mui)

—(1p + mwz

vV 2mhw b

zachodzi wzor [a,a’] = I (wykorzystaé relacje komutacji [2, p|] = ih).

a =

Pokaza¢, ze hamiltonian oscylatora harmonicznego:

. 1 mw?
e 5 -2
oml T3

mozna zapisaé jako: H = hw(ala + 3).

Pokaza¢, ze a dzialajac na stan wtasny operatora H daje stan wtasny o
energii o fw nizszej, a operator a' stan wlasny o energii o fiw wyzszej. Jakie
jest widmo operatora H?

Wykorzystujac wynik poprzedniego zadania pokazaé, ze aln) = /n|n — 1),
natomiast a|n) = v/n + 1|jn + 1). W jaki sposéb uzyskaé¢ stan |n) dziatajac
na stan prézni (wyprowadzi¢ wzér)?

W reprezentacji polozeniowej £ = x-, a p = —ih%. Zmalez¢ w tej reprezen-
tacji funkcje wlasng dla stanu podstawowego, oraz dwa kolejne stany wzbu-
dzone.

Znalezé wartoéé érednia operatora liczby czastek afa dla stanu Gibbsa kwan-
towego oscylatora harmonicznego w temperaturze 7.



