Calka nieoznaczona

TWIERDZENIA PODSTAWOWE RACHUNKU CALKOWEGO

Niech f bedzie funkcja catkowalna na przedziale {a; b), « za$ dowolnie ustalong
liczbg w tym przedziale. Dla kazdego x € {a; b) calka

[ fnyar | (3.48)
ma okre$long wartos¢ liczbowa. Funkcje
F(x) = [f(tydr,  xe<a;b) (3.49)

nazywamy funkcjq gornej granicy calkowania calki (3.48).

Tw. 1. Jezeli f jest funkcjq R-calkowalng na przedziale {a;b>, o zas do-
wolnie ustalonq liczbq w tym przedziale, to funkcja F, okreslona wzorem (3.49), jest
ciggla na przedziale {a; b).

Tw. (pierwsze twierdzenie gléwne rachunku calkowego). Jezeli funkcja f
jest R-calkowalna na przedziale {a; b) i a €{a; b), to funkcja F okreslona na tym
przedziale wzorem (3.49) ma pochodng F'(x) = f(x), czyli

7"; [ fyar =10 (3.53)

w kazdym punkcie x €{a; by, w ktorym funkcja f jest ciqgla.
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Podstawowy wzor rachunku calkowego:
[f(x)dx =F(x) +C,

gdzie F(x) jest dowolna ustalong funkcja pierwotna funkcji f(x) na przedziale X, a C —
dowolna stala, zwana stalg calkowania.

Calka sumy i réznicy

I[f(x) tg(x)]dx = J f(x)dx * Ig(x)dx

Zadania

Zad. 1
Oblicz catke funkcji f(x)=4x+5.

Rozwiazanie:
Stosujemy w tym zadaniu wzory catkowe:

Ikdx=kx+C (1)

gdzie:
k - stata, dowolna liczba rzeczywista,
C - stala calkowania, czyli dowolna liczba rzeczywista.

jx“dx L R | (2)
n+l

Wykonujemy nastgpujace obliczenia:
[f(x) dx=[(4x+5) dx=2x"+5x+C
Sprawdzamy rozwiazanie:
(2x*+5x+C)'=4x+5
Zad. 2
Oblicz catke funkcji f(x)=x".
Rozwiazanie:
Stosujac wzor (2) wykonujemy nastgpujace obliczenia:
[fi(x) dx=[x" dxzé x+C
Sprawdzamy rozwiazanie:

(1x3+C)'= L
3 3



Zad. 3
Oblicz catke funkcji f(x)=2x".

Rozwiazanie:
Stosujac wzor (2) wykonujemy nastgpujace obliczenia:

[f(x) dx=[2x* dx=2/x" dx=§ x+C
Sprawdzamy rozwiazanie:

( X +C)’— s Sxt=2x*

Zad. 4
Oblicz catke funkcji f(x)=— %XS .
Rozwiazanie:
Stosujac wzor (2) wykonujemy nastepujace obliczenia:
J.(— )dx-——.[ 5dxz—é- x6+C=—lx6+C
2 4

Sprawdzamy rozwiazanie:

L s
—x +(0)=——-6x"=-——x
( 4 ) 4

—
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Zad. 5
Oblicz catke funkcji f(x)=-2x"+3x".

Rozwiazanie:
Rozpisujemy catke z funkcji f(x) na sum¢ dwoch calek, a nastgpnie liczymy catki dla kazdego
wyrazenia wielomianowego osobno.

Stosujac wzor (2) wykonujemy nastgpujace obliczenia:

I(—2X3 +3x%)dx = I(—2x3)dx+j3x2dx = —2~ix4 +3 %x3 +C= —%x“ +x’+C

Sprawdzamy rozwiazanie:

Zad. 6
Oblicz catke funkcji f(x)=4x"-5x".

Rozwiazanie:



Rozpisujemy calke z funkcji f(x) na roznicg dwodch catek, a nastgpnie liczymy catki dla
kazdego wyrazenia wielomianowego osobno.
Stosujac wzor (2) wykonujemy nastepujace obliczenia:

4

I(4x8 —5x6)dx = I4x8dx—j5x6dx =4-lx9 —5-lx7 +C=—x’ —§x7 +C
9 7 9 7

Sprawdzamy rozwiazanie:

ix9 —§x7 +C)'=i-9x8 —§-7x6 = 4x% —5x°
9 7 9 7

Zad.7
Oblicz catke funkcji f(x) = 2 .
X

Stosujemy w tym zadaniu wzor catkowy:
1
[—dx =njx|+C (3)
X
Rozwiazanie:
Wykonujemy nastgpujace obliczenia:
2 1
I—dx = 2I—dx = 21n|x| +C
X X
Sprawdzamy rozwiazanie:
1 2

Q2Inx|+C)=2—==
X

X

Zad. 8

Oblicz catke funkcji f(x) = iz .
X

Rozwiazanie:

Stosujac wzor (2) wykonujemy nastgpujace obliczenia:

jidx=5jx—2dx=5 L o ic=sx'+C
x> 1

-2+

Sprawdzamy rozwiazanie:



(=5x "+ C)'=(-5)(-D)x?

Zad. 9
Oblicz catke funkcji f(x) =

2x +4

Stosujemy w tym zadaniu wzor catkowy:

—Lﬂk:lﬂw+w+c
ax+b a

Rozwiazanie:

Wykonujemy nastgpujace obliczenia:

—J—{m=lmpx+4+c
2x+4 2

Sprawdzamy rozwiazanie:

1

X2

(4)

1

(11n|2x+4|+C)'=l
2 22x+4

Drugi sposéb na obliczenie pochodnej funkcji ztozone;.
Robimy podstawienie i wprowadzamy nowa zmienng u:
u=2x+4

(%mM+cw=%%w=%% _L_
Zad. 10

Oblicz catke funkcji f(x)=3e".
Stosujemy w tym zadaniu wzor catkowy:
Iexdx =e"+C

Rozwiazanie:

Wykonujemy nastgpujace obliczenia:
I3exdx = 3[6" =3e*+C

Sprawdzamy rozwiazanie:

T ox+4

()



(Be* +C)'=3e"

Zad. 11
Oblicz catke funkcji f(x)=2"%.
Stosujemy w tym zadaniu wzor catkowy:

aX

j a¥dx =—+C (6)

Ina
Rozwiazanie:

Wykonujemy nastgpujace obliczenia:

2X
Ina

+C

I2de =

Sprawdzamy rozwiazanie:

2 +C)‘=L-2X ‘Ina =2*
Ina Ina

Zad. 12

Oblicz catke funkcji f(x)=+/x .

Rozwiazanie:

Stosujemy wzor (2) 1 wykonujemy nastgpujace obliczenia:
1 3 3

I\/;dx=_[x5dx= ] ! x2+C=§x2+C

—+1
2

Sprawdzamy rozwiazanie:



Zad. 13.
Oblicz catke funkcji f(x) =2sinx:

Stosujemy w tym zadaniu wzor catkowy:

Isin xdx =—cosx +C (7)
Rozwiazanie:

j2sin xdx = 2_[sin xdx =2(—cosx)+C=-2cosx+C

Zad. 14.

Oblicz catkg funkcji f(x) =3x +sinx:

Rozwiazanie:

I(3x +sinx)dx = j3xdx + jsin xdx = 3dex + jsin xdx = %Xz —cosx+C



